حل معادله الدرجة 
الثانية فى مجهول واحد 


| حل معادلة الدرجة الثانية 

slat |‏ العام التزبیعین تسمی معادلن الدرجن الثاني 
| اومعادلت القطع الکافی حيث نها تمثل بیانیا بقطع 

| مخروطی له فرعان متکافنان 
ا الصورة العامة للمعادلة : 


س + ب س + مج = صفر 
チト FIV ۱‏ 
۱ 


۱ أى أن أى معادليّ على الصورة ( س ۲۲ +ب س' جم = ٠‏ 
| تحل على أنها معادلت من الدرجت EN‏ ومن أمثلح ذلك : 

ا س + ۰س + 1= ۰ اس -۷س ۹+ ۱۲ = ۰ 

| 

|| ایجاد حل العادلة التربيعية (جذریها) 


| معادلت الدرجت الثاني تحل بطریقتین وهما : 


' الطريقة الجبرية 

| معادلت الدرجة الثانية تحل بطريقتين جبریا 

1 (۱) بالتحليل : إذا كانت جذورها أعداد نسبیۃ 

| (۲) بالقانون : إذا كانت جذورها أعداد غير نسبیۃ 
| وهذا القانون توصل إليه العالم الهندى براهما جويتا 
| وكان يوجد حل وحيد للمعادل وهو 

! للعادل | س' + ب س + هح = ٠‏ لها جذران هما 

ھ٢‎ くり + دي‎ ۱ 

1 

| ومن الملاحظ أن استخدام القانون لا ینطبق فقط على 

| المعادلات التی جذورها أعداد غير نسبیۃ ولکن بمکن 
| إستخدام القانون فی أى حالت من حالات معادلت الدرجة 


(۱) إذا كانت العادل | の‏ + ب س بم = ٠‏ لها جذرين 
قیقین وهما ل ・ 


۱ 
)١( ١‏ |ذا کان (س + (の‏ عامل من عوامل العادلت التربيعيت) 


| 
۱ فان س = - の‏ يكون أحد جذورها والعحس 
5 س = 7 احد جذورهافان ( ل س - ك ) احد عواملها 


ل 
8 س - ك ) عامل فان س = = جذرلها 


(۲) إذاكان س = ل أحد جذورالعادلۃ فانه يحقق 
المعادلي 


سثال ۱ : أوجد مجموعۃ حل العادلات الأتین : 


(۱) س' +دس-<١٠‏ )( ロ + の‏ 1=* 
(ئ) の‏ - و س+ 7= ۰ 


(1) -س =“ لاسع. 


0-0000 
(ه) س + * دع 


(فل 

(۱) س + س = ۰ يتم تحلیل القدار 
س( س +۱) < ۰ کے س - ۰ 
کے 2( یڈ 


> س - | 


(؟) سے ٢211‏ معادلن تربیعین حدية 
س' - ١1‏ سے س =+ ۱ فرح 
مہم 


(۲) ؛ س - ۹ = ۰ معادلة تربيعية حدية 


س =۹ سے سے ے よ = の‏ |- 


۲٢ ٣ ا‎ 
رہ یسرک‎ 
all 

؛س' -۹- ۰ بتحلیل القدار 
ےج ات و یئ 


)٤(‏ متروك 


)٥(‏ س + 2 ٤٤‏ بالضرب فى س للمعادلت 


۰ < 0 + )س سے س۲-س‎ =٥ + の 
ولا یمکن تحلیل القدارالسابق لانه لا یوجد عددین‎ 
نسبیین ضریهما ۵ وجمعهما ؛‎ 
لذا نستخدم القانون لعام لحل العادلات وهو‎ 
ھ٤ ت رخ بإب"‎ 
كم‎ 
پ <- 2 همع‎ » ۱2۱ 
۲۰-۱1 2۵۱۷4 -1)4-( = ھ١٤ المميز ب‎ 
کس‎ 
المعادلة لیس لها حل فی جح لماذا ؟‎ .“ 
متروك‎ (1) 


لوبیتال فى الریاضیات 


۱ 
: حل العادلات الأتیۃ‎ : VL! 
= パ + の ドー の (0) 


| |(۱) س' -۱۰س +۲۲ = ٠‏ 
۲((۲) (س- ۱۱)- س(س-1)-. 


ا3 = ۷ س ار (۱-۰۱) 


1 (۱) س -۱۰س + ۲۲ = ۰ هذا المقدار لا يمكن تحلیله 
! لماذا ؟ 
1 عب حا < ニム‏ = 
دن + ہاب اج 

2 
نوجد ب -؛ | م 
“ميب -؛ ٢ھ‏ <(-۱۰)- (x<) xX‏ = ۸۸-۱۰۰ < ۱۲ 


| 
| 
| 
| 
| 
۱ 
| 
۲۷۲ < fx = ۷ ۱ 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


دس ہکا TV go = ttt:‏ 
مح = ۲۷4۵۱ ۰ ۵ ۲۷ { 
(۲) بنفسك 


! (۲) (س- ۱۱)- س(س-1)-. 

۰ < اس‎ + の ゆー リー の 1 

| کہ س リーoV+‏ =" 

وبالضرب ۱-۷ سے سا-۷ س + ۱۱ = ۰ 
۱ المعادلت لیس لها تحليل لذا فإن : 

۱۱ < ب < - » ىم‎ ・* 同局 
نوجد ب"- م‎ | 

ا قب'-٣)ھ<(۔۷)'- X4‏ ۱× 142۱و 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 


یں ے ۷۷ے اماه 
۹ 1 
۷+ ما۵ ۵۱۸-۷ 

3 = 

مخ >( = 1 { 


۲۳ ا صرب × 
TTL‏ کے و وم اہ رت پا رر وت 


۱ 

| س(س )١-‏ + ؟(س + )١‏ = ۲ (س + ١)(س )١‏ 
| س -س + ۲ س +؟ = ۷۲(س۱-۲) 

| س + س +۲ <۲س۲-۲ 

| اس ساس ۰2۲-۲ سے اسآ -س ان < ۰ 


| المعادلة لیس لها تحلیل 
| نستخدم القانون العام لحل العادلات 
۱ 
۱ = ۲ ¢ ب > 1 < م > - ه 
| آکمل بنفسك 
۱ 
الجيرا | 


مثال ۲ : أوجد قیمۃ ١‏ ثم اوجد الجذرالأخر 
للمعادلة فى كلا مما يأتى :۔ 

(١)إذاكان‏ س = ١‏ أحد جذری المعادلي 

سن اش (٢‏ 

(۲) س = ۲ احد جذری‌العادلن ( س - ٩‏ س+ ۲= ٠‏ 
(۲) س = ۲ أحد جذریالعادلت ( س۲-۲س + ۲< ۰ 


ひめ 
یحقق العادلن‎ ٠١ آحد جذورها ۰۰س‎ ١١ س‎ ۰. )۱( 
٠= - )۱( + ')١( س' + س "= ۰ کڪ‎ 


| + حه ۰2-۲ س |=( 


(۲) سح ۲ یحقق المعادلة س س' -س+ ۲( =‘ 
((۲)۲- ۲۰۹ +2۱۲ ۰ حه ام ۲+۱۸ <ه 
١٠-۱۸-1‏ سے ۱۷۸2۲۲ سے ۱ <۲ 
(۲) متروك للطالب 


مثا ؛ : إذاكان ۰۲ ؛ هما جذرا العادلت 


の |‏ + ب س + 1= ۰ فاوجد قیمن‌کلامن ١٠ب‏ 


فل 

۰ ۲ ۰ جذرين للمعادلت ٠.‏ فانهما یحققان العادلنٌ 

عندماس = ۲ 

((؟)' +ب(۲) + 1= 
4 ۲+۱ 1۱-2 +۲ 


ے ٩‏ | بابي + 21 ۰ 


سم ۲ +ب < -۲ )۱( 


عندماس = ؟ 
(()' +ب()) +1=* 
ہے ۲۱۱ + ب +(1ع< ه +( 
۸ + ۲ ب + کے 


کے ۸( + ۲ب <-۲ _-۲۳) 


بحل المعادلتین )١(‏ ء (۲) آنیا 


۲ +ب <-۲ × - ؟ AX‏ 
۸+ ۲ب ۲-2 ۱*۶ × ۲۰ 
ニン パード 1-‏ 4 6 ( +۸ب =-1 
۸ += ۲۰ 1-۱ مب = 
۲ ۳ = ) اب = Y-‏ 
2 - کا 

اچ 2 


r ェ ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー ニ ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー ニ ーーーーーーーーーーー ゞ " 


لوبیتال فى الریاضیات 


| حل آخر 
۰ ۰۲ جذرين للمعادلن 
۱ | لذا فان عواملها (س- ؟) » (س- ؛) 
۱ أى أن العادلۃ یمکن کتابتها على الصورة 
| (سن-۲) (س۔ )ت٠‏ سے の に の‏ ۴س +۱۴ = 
| س'۔اس +۰2۱۲ ے بالقارنۃمع 
の (‏ یی موک {x‏ 
؟ س + ۲ ب + ババ‏ =‘ 
と ١ > ۲‏ = ۷ 
)- 


= -۷ 
ب 
۱ 


1 


0 : أوجد قيمت ١‏ » ب فی العادلت 


۱ 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

-: إذاكان جذریها‎ ٠= أس' + إ س + ب‎ ١ 

ا ۲۸ء ۔ ١ < (+ ۲۷ 3 ٢٣‏ 
فل 

۱ ۷ ۲۷-۰ جذورللمعادلت 

۱ ۰ ( س + ۲۷ ) ( YV ー の‏ ) عوامل العادلۃ 

| يكن کتایخ المادلخ علی الصورة : 

۱ 
۱ (س+ ۲۷ )(س- ۲۲۷) = 

وت ھا ویالقارنم‌مم の‏ + ( س + ب = ٠‏ 
| ۱ << ۰ 
| 


۲ < > 


| © إذا کان ۲۰۱ جذرا المعادلة 

| س + (ب -۱) س +؟ -. أوجد قیمتی ( »عب 

| 

| جھ ۰ 

' الطريقة البيانية 

| وهی طرییقن يتم فيها رسم منحنی NN‏ على الشبکم 
| التربیعیخ وبالتالی تکون مجموعي حل المعادلي هی 

| نقط تقاطع النحنی مع محور السینات وبالتالی فهناك 

| ثلاثت اوضاع منحنی الدالت هی کالتالی : 


حل معادلة الدرجة الثانية بیانیا 


۱ المعادلي التربيعيي ر معادلي الدرجہ الثانيما) يكون لها 


۱ 8 حلان فى م : 

۱ إذاكان المیز で ss うく な はーと‏ 
۱ ومنحنی الدالۃ فی هذه الحالۃ ی قطع 

۱ الحور س فی نقطتین هما حل العادلة 


االلاحل وحید فى : 
إذاكان المیز ب' ٠٠‏ م = ٠‏ 

ومنحنی الدالۃ فى هذه Nl‏ يمس : 
المحور س فى نقطۃ واحدہ وتكون هی الحل 


ud ¥‏ لها حل فى : 
إذاكان المميز ب'- ؛( هم <۰ (سالب) : 
ومنحنى الد ال فى هذه الحالن لا 
يقطع المحور س فى أى نقطة 


۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
مثا ١‏ : ارسم الشکل البیانی لکلا من الأشكال 
الأتيت ثم حل المعادلتّ ومن الرسم أوجد القیمۃ العظمی | 
اوالصغری وراس النحنی 
(۱) و(س) <س۲+۲س +۲ ۷ س د [-۱۲] | 
۱ 

(فل ۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
|・| ال ال تا 
تال تنل ۱ 
۱ 

۱ 


من الرسم نجد أن المنحنى 
لايقطع محور السينات فى 
أى نقطت 

“.المعادلت ليس لها حل 

8 رأس المنحنى (-۲۰۱۰) ٠‏ 
الدالدلها قيمة صغرى = ーー て‏ 
محورالتماثل للدالتهو | 
لستقیم س- - ۱ 

مجال الدالۃ = ح 

مدی الدالت > [ ۲ » © [ 


ーー 


لوبیتال فی الریاضیات 


عه 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
رأس ا لمنحنى ( ٩‏ ۱( “ ۱ 
۶ النحنی له قیم‌عظمی ** ۱ 
5 ۳ ۱ 
وهي > ۱ | 
وهو س = ۲ : 
3 مجال الدالت =.ح | 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
1 


8 مدی الدالخ = [ - oo‏ ] 
© مدی الدالة =[ ۰۰ 0 [ 


| (۱) النحنیات فی الأمثلۃ ۰۱ ۲ یمثل دالت لأن أى خط رأسی 
۱ يرسم فانه یقطع منحنی الدالۃ فی نقطتۃ واحدة فقط 

۱ 
۱ 

| (۲) مجال كلا من الدوال الأتیۃ هرح وكذلك آی 
| كثيرة حدود فان مجالها て‏ 

۱ 


۱ 
| (۲) مدی الدالۃ : هو أول وأخرالدالة على محور الصادات 
| دقيق فی الصف القانی الثانوى 


الجبرا ] لوبیتال فى الرياضيات 


| الأعداد المركبة 


の تساوي‎  يف‎ ١ - = の عل العادلم‎ AS 

۱ ' لانه لا یوجد عدد حقیقی مربعه = - ۱ ولهذا كانت 
۱ هناك حاجہ لتوسیع مجموعي الاعداد الحقيقيم مما 

۱ آوجد مجموعۃ جديدة هی مجموعة الاعداد الرکبہ 


کہ 


| وتسمي الأعداد علي الصورة ٤ک‏ دمت فت 
ا|بالاعداد التخيليت 


أمثلة 
(۱) ۱۰۹۷۸۶۹ دع ۱-۷۲ = 
nv)‏ ۱ کت 

=!-x(e リ =‏ مات 


つ 


۲۵-1۷ )۲( ۱ 


۱ )۲( چپ موجب نطرح منه آکبر عدد 
| ایقبل القسمۃ على ؛ ویکون أقل من الأس 
| 


ا او 511 يكون | احد 


N= ١‏ ل وٹ 


سا ات اس اس ہے ہے اسراب سا 
۱ 
ملاحظات مھمة : 
ご Y())‏ = ۲ ۱ 
أى أن العدد ت" يغير |شارة العدد مباشرة | 
۱ 
(6) "ت2۲ - ات ۱ 
أى أن العدد ت" تخیر اشارة العامل لها وتترك ت بجوار العدد | 
۱ 
(۲) وت؛ = ۱ 
۱ 
۱ 
| 
سثال ؟ : اختصر لابسط صورة كلا من الأعداد ۱ 
التخيليت الأتيت | 
"で ()‏ _(1) ت | 
۱ 
۱ 
(۱) ت “ الأس عدد موجب لذا نبحث عن أكبر عدد اقل | 
من 40 ویقبل القسمة على ٤‏ ثم نطرحه من الأس ۵؛ وهتا | 
العدد هو ا ت ۷" دن 
۱ 
0)ت" < - ۱ 
على ؛ … الناتج = ١‏ ۱ 
ہت ۸۳ =ن - رت | 
لأن اکبرعدد یقبل القسمۃ على ؛ واصغرمن ۲۱ هو۸] أ 
لذا طرحنا من الأس ۲۸ | 
۱ 
(4) ت = ١‏ لن الأس یقبل القسمة على ؛ ۱ 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
1 


)٥(‏ تا“ © الس سالب لذا نحت عن أصغرعده فقیل 


القسمۃ على ؛ ویکون اکبر من 1۵ وهو 1۸ لذا نضيف 


سے ت؟ 2 に‏ 


۰ے وي- ۱۸۱۵ = کو را 


(の 


للأس 1۸ 
(1) 2" '' اصغرعدد یقبل القسمة على 4 واکبرمن 
۹ هو ۵۲ لذا نضیف ٩۲‏ للاأس 
ں-۹؛ + = ت؟ سح 内‏ 


حي - لے 


> ۱ 
١ =‏ لأن الأس یقبل القسمۃ على ؛ وان كان 


"ご )۷(‏ 
(۸) ت "۲ 
سالبا 


مثا ؟ اوجد قیمۃ كلا مما يأتى فی ابسط صورة 


) ۱( رس أن +۱۷ 


۰-۵۶ ت‎ )۷۲( VH ت وس‎ )٦( 


لوبیتال فى الریاضیات 


| اویسمی | بالجزء الحقیقی ویسمی ب بالجزء التخیلی 


! 1ق يقال أن العدد الرکب تخیلی صرف 


| أفى كلا من الأعداد المرکبت الأتينّ 


|ا(٢)‏ < = ؛- ات (4) © < ۲ +جت 


1 = る (1) Y= る も اا(ہ)‎ 


۱ (۱) 5 <۲+۲ت 
| الجزء الحقیقی ٢٢‏ ء الجزء التخیلی = ۲ 
۱ 
رات Eo‏ 
ر الجزء الحقیقی = - ۲ » الجزء التخیلی < ه 
۱ 
7171 +۲ 9 
| الجزء الحقيقى = ؛ > الجزء التخیلی = - ۲ 
۱ () 5 < بت 
| لجزء الحقيقى = ۲ » الجزء التخیلی < ۱ 
(0) ۵ -؟ت 
| الجزء الحقیقی = ۰ ء الجزء التخیلی = ۲ 
۱ 
ارم も‏ = 
| الجزء الحقیقی = ۱ ۰ الجزء التخیلی = 
| 

الجبرا ] 


۱ مت نوہ حقیقی وآخرتخیلی 


| أوذلك علما بان كلا من العددین ( » ب أعداد حقیقیۃ 


| |[ يقال أن العدد ا مركب عدد حقیقی صرف 
|١‏ اذاکانت ب = ۰ 一 ひと‏ < 5 - ؟ ا 5 - -) 


الل د نت る‏ = ات dd‏ 8 = - ۵ ت 


سثال) ١‏ : اوجد الأجزاء الحقيقية والأجزاء التخیلین 


eo+Y-= も () ご (+Y= も 0 


مثال ١‏ : حل كلا من العادلات الأتيت 


(١)۹س'‏ + ۱۲۵ = 1۱ )١(‏ اس + ۲۷ = ۰ 
oo(Y)‏ + ۲4۵ = ۰ (4) 4 س + ۱۰۰ د ۷۵ 


افل 


1۱ < ۱۲۵ + ۹س'‎ )١( 
1 - <س٩ ۹س = 1۱- 1-2۱۵ سے‎ 


(۲) ٢س‏ +۲۷ < ۰ ے 

۲س  -‏ ۲۷ سے سے د و 

سا <۔۹ سے ماس = م۹1 

) س جات ملح < زات‎ .٠ 

(؟) هس" + ۲۵ = ۰ متروك للطالب 
(4) ؛س' + ٠١‏ = ۷۵ 

سا = ۱۰۰۰-۱۷۵ < - ۲۵ 


0 0 


8 الجزء الحقيقي - الجزء الحقيقي 


5 الجزء التخیلی ہے 


إذا ساوی العدد فی فان : 
الجزء الحقيقي < صفر 
الجزء التخيلى = صفر 


:سس مت بت رر تست ن تست سا سا اس اس اس اس اس اس اس ا سا سس اس شش تسه سم سس تست سس تست سس سس سس سس سس سس 


لوبیتال فى الریاضیات 


パー の ۲)۲((۲‏ (۲ ص +۱ ) ت 2 ۷+ ۱۰ ت 
؟ س -ص + ( س -۲ ص ) ت = ه +۱۰ ت 


۲(۱) 
)2 
(۱) (۲ س +۱) + صت 2< ۱۲-۵ ت 


.۲ س +۵2۶۱ ۰ +ص ۱۲-2 
۲ س < ۱-۵  <‏ ۰۰ 

リー = =* =‏ = 
ا ا ا 0 
۲ س - ۷٢‏ > ۲ص +2۱ ۱۰ 
۲ س ٠۰5+۷5‏ ۰ ۲ص 2< 2۱-۱۰ ٩‏ 
ے ۳ سے 4 ے۶ کے 
س < ۲ 


اتات ص + ( س - ۲ص ) ت ٥=‏ + ١١ت‏ 


۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
CD‏ ٤٣س-۲+‏ (۲ ص +۱ ) ت 2 ۷+ ۱۰ت 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 


- ص =۵ » س اص - ٠١‏ 
ام مہ المعادلتان أنيا وذلك كالتالى : 
۱ س - ص = ۵ ‘x ۱  )١(‏ 
اس - ۲ س - ۱۰ (0) ۲ -X‏ ۱ 
| 
| ۲س - ص ده س -۲ ص = ۱۰ 
| -؟ س + ؛ ص = - ۲۰ -س + ص > - ۱۰ 
| + ۲ص ۱۵-2 ・+eY‏ =‘ 
| ے سیا س < - = 
1 ۲ ۲ 
| 
| 
| 
| 


۵ ؟ : اوجد قیمت س » ص فیمایاتی 
۱((۱)س +ت ص = (۲ +۲ت )۲ 
CD‏ س + 4ات ص = ( ؛-٢ت)'‏ 
۲(۱) س +ت ص = (۲+۱ت )۲ 


1 (۱) س + ت ص = (۲ + ۲ت ٤=)‏ + 4ت + ۱۲ت 
٩-4 <‏ + ۱۲ ت < ۵ + ۱۲ ت 
“.دس = -0 6۰ ص = ۱۲ 


) ۵ ۲-4 ( = س + ٤ت ص‎ ۲ )١( 

2+۲" - ات 

1ے ات ت اتات 
غ] ؟ سن = ۱۲ ے =1 


4ص = -۱۱سه ص = -) 
(۲) س +ت ص =( ۲+۱ ت )۲ 
<( ۲+۱ )۲ ( اجكت ) 
= ( ۱+ ٤ت‏ + وت ) (۲+۱ت ( 
= ( ۰-۱ + ءت ( (۲+۱ت ) 
=( -۲+ ؛ت ) (t+)‏ 
< 1-۲ ت + وت ديرتأ 
2 کا كر نه 2 ۲-۱۱ ت 
.س ۱١-5‏ ۰ ص <-۲ 


العملیات على الأعداد الرصبّ هی الجمع والطرح 
والضرب والقسمی وخواصها هی الإنغلاق والجبدال 


نفرض أنه لدینا عددان مرکبان هما 


: س +ٿ ص ۰ 5( < سم +ت ص“ فان‎ < る 


العملیات على الأعداد الرکبة تکون کالتالی : 


(۱) = ,+ 5 = (س, + س ) +ت (ص, +ص) 
る -, 5 )۲(‏ = (س, - س, ) +ت (ص,-ص) 
(۲) ق × ک = 
= (س, س, - ص ص:)+ ت(س, ص+ س٠‏ ص,) 
り‏ ( 2 _ + ص 

る‏ : س, + ص“ 
ویتم ضرب العدد بسطا ومقاما فى مرافق القام وذلك 
سیأتی ذکرہ فى العددان التزافقان 
خواص العملیات على الأعداد المركبة : 
(۱) الانغلاق : 
٦۷٦‏ 5 د ك فان : 
る + や も‏ د ڪ ٠‏ 
る <x や も‏ د كد ۰ 


)(( الإبدال : 


: د ك فان‎ ٍ 7٣۷7 
や + اق‎ < 8 + 8 
る や < る = る < や る 
: ) الدمح ) التجميع‎ )۲( 
: د ڪ فان‎ 5 ۰ ۷٦7 
) ۳۵+ る も)+ も = や る +( 5ق‎ + 5( 


る も + や る‏ د ڪ 
る <x る‏ دک 


لوبیتال فى الریاضیات 


Waled_elgark 


إ (ق ×ق) ×ق = (も x も )x も‏ 
| (:) العنصر المحايد مثا ١‏ : آوجد قیمتس» ص فيما يلى : 

| یوجد عنصرمحاید جمعی لای عدد مركب وهو الصفر (۱) س +ت ص = (۲ + ۲ت ) (۱+ ۲ ت ( 

| ویوجد عنصرمحاید ضربى لأی عدد مركب وهو الواحد |(۲)۲ س + ٤ت‏ ص = (2۲-4 )(٤+۲ت‏ ( 
۱ 


- (۲) س +ت ص = (۲+۱ت )(۲-۱ت )ت 
| )6( العنصر العکوس : 
| 38 الجمعى : ۷ 5 د ڪ يوجد - 8 د ك بحیث: 
| اذا کان : 5 < س +ت ص 


| فإن: - و <- س - ت ص 


(۱) س +ت ص = ( ۲ + ۲ت )(۲+۱ت ( 
= ( ۲+ ٤ت‏ + ات +1ت۲) -1-12 +لات 
| = +۷ت وهو عدد مركب 


|8 الضربی : ۷ 8 د ك بوجد 85 ' د ك بحیث: 00 9 
| إذاكان : 5 = س + ت ص 

( س + 4ت ص = (؛-كات)(4+ات‎ ۲ )١( 

= 11 + ۸گر - ابو - ت؟ 

> ۱۱+ > ۲۰ وهو عدد حقيقى صرف 
۰ س - ۲۰ سه س = ۱۰ 

۶ص = ۰ حه ص = ۰ 


3 ۱ : اوجد قیمۃ مایلی فى ابسط صورة 


۱) ( ۵-۷ ) +(۲ +ت ) 


(Nl eal‏ (۲) س +ت ص = (۲+۱ت )(۲-۱ت )ت 
(ہ) ( 21-0 ) ) ご (a が + が - ۱( = ( こい +Y‏ 
= ( ۱+ ) ت < هت وهو عدد تخیلی صرف 
٩-۷ ( )۱(‏ )+( بت ) س < ۰ ۰ ص ده 
= (۷+ ۲ )+ (-+۲)ت <۲-۹ت 

() (۵۵-۱۲) -( ۵۹-۷ ) العددان الترافقان 

= ۱۲ - هت - ٩+۷‏ ت هما العددان الرکبان التشابهان تماما فى الأجزاء 

= (۷-۱۲) + (-۵+٩)ت‏ = + وت الحقیقین والتخیلین ولکنهما یختلفان فى إشارة 
(ご!- パ ) (で パ エ () CR)‏ 『 : بعت Me‏ ت 


‘GN バー ۵٩+ ت‎ ۸-1 = 


< 1 ۲+ ۱۲ +ت = ۱ + ت eo6+(())‏ 。 


۵-۲ 
)5( (؛-؟ت) (؛ + ۲ت) (۲) ۲+ ات ۰۰ 4-۲ ت 


= ۱1۱ + رت -#۲ت - ۹ ت' (۲) ۲۰+ هت < - هوت 
٩ + ۱۱ =‏ 2 ۲۵ خواص العددان الترافقان 
(ہ) (-1ت) (۲+ت) (۱) حاصل جمعهما يون عدد حقیقی صرف 


(۲) حاصل طرحهما یکون عدد تخیلی صرف 


“ ا Y。‏ 
۱۵ + ۱۰ت -۱۸ ت۱۲ 
مص CS‏ 


= ۱۵ + ۸-۱۲ ت 2 ۲۷ ارت 


فحاصل ضوب العددان | + بت ۰ ご ンー|‏ هوکالتالی 
(( +ب‌ت) (۱- と + ト =( ら と‏ 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
۱ < 
۱ الجزء التخیلی 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


الجبرا ] لوبیتال فى الریاضیات 


؛) (-۲ + 2۷ )(-۲ -لات )= 


مثا ۱ : ضع الأعداد الأتية فی الصورءةس +ت ص 
۷ ۲ب 
۲-ب 


۵ب 
۲-۵ اب 


۳ 


۱) لجعل العدد ーー‏ 
۲- ۲ب 
يجب جعل القام عدد حقیقی صرف أو تخيلي صرف وذلك 
بضرب العدد بسطا ومقاما فى مرافق القام 
۲+ اب ۲+۱ب_ ۲ ۲ , 

= = بت 


۱۲ ۲ 02 4+1 


۱ پر ۲+ ۲ب 
۲- ۲ب ۲+۲ب 


(؟) بضرب العدد بسطا ومقاما فى مرافق المقام 
۲+ اب - 
۲+ ب 


1+ ب +۱۲۳ ب +۱1ب ؟ 
١1+ 1‏ 


۵بح ۲+۵اب ے ۵٤ب‏ جاب _ 9 い ー と‏ - 
-٥‏ ۴١پ‏ ۱۲+۵ب ۵ + ۱46 114 

٥ 

تسب 

۳1۹ 


(۲) 


1 
4 


+ 


0 ۲ : أوجد فی ابسط صورة كلا مما يأتى 
ーー )( ーー ۵‏ 


۲-۲ 


۲-۵ 


ات 
ーー 0‏ 


1 ¢ 1-۶ 
= 5 = ۱ 
ご 0) 


Yー 


- c バ +\ × 


۲ب ۲+۱۲ب 


۸ + ۵۲ب _ ۱۷۸+ ۵۲ب 
1 +4 ۳ 


ل ١‏ : اوجد قیمت‌مایلی 

(ご (+Y) )۵۲-۲( ()‏ كوب كن 

؟) (-؟+هدت)(-؟ وت ) < 6+ ۲۵ < 4( 
؟) (۲+۸ت ) (۸-٢ت)‏ = 


(0) ۲+ پر ۲+ بے 
۲ب ۲+پ 

۲ 1+ ب +۱ ۳ ۷+ ب 
+۱ ۵ 


x 


)4( متروك للطالب 


مثا ٤‏ : اوجد قیمن‌س › ص فی‌کلاممایأتی 
(۱) س بت ص = ۲ ت ' + وت + ٢ت‏ 


ت یر ے 9 +ب)(-ب) 
(1) س + ت ص 6 


(۲) س + ت ص = ( ۲ت ۲ت ) (۲ + ت 


(فل 
)١‏ س بت ص = ۲ ت + ات" + ٣ت‏ 
دوت !ا + (-؛) + ات <)ت۲-+۲ات 
کت )ت )وت 
ےس = - ۰ ص 2< ۱ 


) ت 


یس یر ے (۲+ب)(۲-ب) ی ۱+۶ ے ٥‏ 
ニー 2 = + N‏ = 
) س の‏ ۲+ ۶ب ۲ب ۲+ب 
x 9‏ ٢-؛‏ ب _ ۲۰-۱۵ ب _ ۲۰-۱۵ ب 
۲ يب ٩-۲‏ ب 1 {o ١1+‏ 


سثال) ۵ : آوجد شدة التیارالکلین الارة فی مقاومتین 
متصلتین على التوازی فی دائرة كهربية مغلقۃ إذا 
كانت شدة التیارفی القاومن الأولی ご パー6=‏ وشدة 
التیارفی المقامت الثاني ۲ + ت علما بأن شدة التیار 
الکلین نساوی مجموع شدنی التيارالمارة فى القاومتین 


(فل 


شدة التیارفی القاومتین = 
شدة التیا رفی المقاومة الأولى + شدة التنیارفی القاومن الثاني 
= ۲-۵ ت +۲ +ت > ۵۲-۷ 


لوبیتال فی الریاضیات 


زا سس نس تست تست اس ات اس اس تست ا اس اس اس شر سس اس اس اس سس سس شس سس اس اس اس اس اس اس اس اس اس شر رس اس سس سس ا یڈ ٹڈ تست سس سس سس سس سس سس سس 


دائما لها حلان جذران) هذان الجذران یکونان : 
© متشابهین 
© آعداد غير نسبیۃ 


)2 أعداد تسبیہ) 


۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
| المعادلت‌التربيعيت | の‏ +ب س +م< ۰ ۷ے 
۱ 
۱ 
۱ © اعداد غير حقیقیه 


く っ ۰ ۱‏ 
| المعادلات السابق ذكره وهو : 


االعادلت | の‏ +ب س +م - ۰ ۲۷ ۱7۱ لها جذران 
۱ 


أ ولكن الذى يحدد نوع الجذرين هو ذلك القدارالوجود 


| تحت الجذر ویسمی المميز وهو ١4 で‏ م والمميز 
| يصنف أنواع الجذ ور للمعادل كالتالى 

۱ 
| إذاکان المیز ب ۱-۲ + 


۱ 
| (۱) موجب > ۰ 


' فى هذه الحالت یکون الجذرین حقیقین مختلفین نسبیین 


| آوغیر نسبیین حسب نوع الجذرین فإذا كان : 
| 8 المیزمریع کامل 
| يكون الجذرین حقیقیین نسبيين 


| حل المعادلة بيانيا : 

| منحنی الدالت 

| و(س)- | +ب س +م- ۰ #۶۱۷ 

| یقطع محورالسینات فی نقطتین هما جذرا العادلت 


| 
فى هذه الحالۃیکون جذری العادلت متساویین 
رمتشابهین أومكررين) وکلا منهما یساوی > 


2 
| حل العادلة بيانها : 
| منحنى الدالت التربیعین يمس محورالسینات عند 
۱ 5 
| النقطج ) (テニ‏ 
۱ 2 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
الجيرا ] 


.< سالب‎ )١( 


فى هذه الحالۃ لا يكون للمعادلت أى جذور حقیقیہ 
ولكن الجذورتكون أعداد مركب 

حل المعادلة بیائیا : 

لا یقطع منحنى الدالۃ أى نقط من المحور س 


مثال)١‏ بين نوع كلا من جذرا العادلات الأتيت 


.- ٩+ س‎ )٢( 
.2 ١ + س س‎ ۲)۱( 


(۱) س' ۲ س + ۵ ٠=‏ 
(۲) ٢س'‏ + ١٠س‏ =۰ 


الل 

(۱) س'- ۲ س + ۵ =۰ 

1 »> بۃع۔۲ » همده 

المميز ب ۲-۲ = (۔؟)'-؛ ٥××‏ 
۰-5 2 - ۱1 

المیزعدد سالب لذا فان : 

と ぁ مجموعۃ الحل‎ 


(۲) س +4 
}= ۰ که 2 هدو 
الممیز ب'- ۲4 م < (۲)۰- ۱4 ×۹ 
2ه ددم 
المميزعدد سالب لذا فان مجموعت الحل كرح 
6 2 () 


(۲) ۲ س۲ + ۱۰ س-۵ =‘ 

iho ۰ パニ テト‏ ۰ وک 

الممیز ب - 4( > (۲)۱۰- exYxk‏ 
= ۱۰۰+ 1۰ د ۱1۰ 


۰ المیزعدد موجب ليست مربع کامل 
٠‏ الجذور أعداد حقیقیۃ غير نسبین 


(؛) متروك 


ٹوبیتال فی الریاضیات 


= (-(م +0-۳0(۷۱۷۸-۲))0) = 
سے ۲+۲۳( ۳ + 0-۳ + 
い + で + で パー マニ ۱‏ 
| سا'۔ (۱-۳۲)س + で‏ =۰ = ) ل)" +۲۰ وهذاالعدد دائما موجب 
ارعا ‏ =( ع ニム‏ = 
١ ۱‏ لذا فان جذرا العادلۃ یکونا حقیقیان 


۱ 

| العادلۃ ليس لها حل فی ٠‏ >ے المميز < ٠‏ 
ا المیز ب'-٣إھ<.‏ س 

! الممیزع ب ۱۵-۲ = (- (1))۱-۳۲- ۱ »ا مأ ٥‏ س + و( +۲) س ٢٢+‏ = ۰ یکونان نسبيان 


= + ع" > للل 


مثا ۵ : إذاكان ۴ عدد نسبی فان جذری العادلت 


اع + ۱< سم - )4 <- ۱ ا ۵ س + ۵( + ) س + م = ۰ 

C パ = ム ٠ ۲+۳ < ء ب‎ ۲٢٥-8 ١ أ م‎ ١ ۱ 
)۲+ ۲ ( 6 ۱ 5ہ‎ Jo:-[=" حه‎ ۱ 

| الممیز حب "-؛ ٢ھ‏ )6 ( 7+ ۷-۲ ۲۵ ۳۲۲ 
| 2 2 (س :س دح ٠س‏ > , ] eS‏ ( 1+۲ اہ <۲۱۲ 


)۹٩+ ۲۱-۲۳ ( ۲۵2] + ۱۲-۳1 + ۴ [ ۲۵ < 


لا اذا كان جذراالعادلح ۲ س' O+‏ س + - .|| = (-۲) - [ ۲])۲-۲(۰ 
مریع کامل لذا فان جذرا المعادلة هی أعداد نسبیۃ 


مثا | : |ذا كان جذرا العادلن 


=( ۰ بع ی ۰ هده س ۲-۲ س + ۷ك ۔٦س‏ + 4 <ه 
“الجذران متساویان ے٠‏ للمیز = صفر متساویین أوجد قيمت ك 

| للمیز はーと‏ م - ٠‏ (فل 

ニ バ ぃ ー の < 一 、=oxtx& 1‏ =・ س ۲-۲ ل س + ۷ك - 1س + 4 <ه 
の < 一 ۱‏ < ۰) (۱<۶ ۰ ب ) -( の V= ム ۰ (1- の‏ +4 
| ون < + ۲۰۷ < + ۲ TV‏ الجذران متساویان + للمیز < ضفر 

۱ الممیز = | مج 

امثال :٤‏ اثبت أنه لجميع قيم ل ۲۰ الحقیقیتین = (-۲ ك )٩+  ۷(<۱-۲)1-‏ 
أأيكون جذراالعادلق ( س- ل) (س - م ) = ه دوك ۲ +۲۱ +۲ لك ۲۸ ك - ۲۱ 

ーー |‏ دول ۲-) ل < . 

・=()- の ) فك‎ ۱ 

! لفل لیے لك ۱ 

で ) |‏ 9 رت ترريب 


| س ٣‏ س -ل س +ل 2۵-۳ » 

اس - ( (d+‏ س +ل م- و-د. 

(<۱ ۰ب <-(۲+) で 9 ニム‏ -6 
لیکون جذرا العادلی متساویان فإنه 


(۱) أثبت أن جذری العادلت 
の‏ + ك س + ك <۱ ۷ ك دی دائمانسبیان 
(۲) آوجد قیم ك التی تجعل العادلت 


۱ 

| هس + )س + ل = ۰ 

لابد أن يكون المیزعدد موجب حقیقیان متساویان حقیقیان مختلفان 
۱ تخیلیان 

۱ 


الجبرا ] لوبیتال فى الریاضیات 


العلاقة بين 


جذور العادلة ومعاملاتها 

| نعلم أن المعادلت ( س + ب س + م = ۰ معادلم‌من 

| الدرجّ الثانييّ لذا ومن النظرية الأساسیۃ فی الجبر 
| يكون لها حذران مهما كانت کینونتهما ونفرض 


| آنهما ل ۰ ۳ 

۱ هذان الجذران ینتجان من القانون 

2 は プル ェ ン ー 

] = ہش 

۲ ج سم 

| لذا فان آحدهما لیکن ل = hy‏ 

| 

| 

5 -ي + باب - ٤ھ‏ 

| والأخر اک ہہ لذا فانه يكون : 
| 

| 

۱ ی ب وه پاب ٤ھ‏ 
ا تج ا 
| 

と ー ム ドー トー‏ + رب الہ 

ー = | 

۳ | 

| ی تیه ی パー‏ = اب 

۱ 2 2 | 

| 

سو ا )0 

| 

ie a ii = - م‎ ۵8 ۱ 
1 ۲ 

۱ ب'-ب' + اه ۶( _ مه 

٢ ۳" ۱ 

!| ل م د 5 سس ۲۱) 

0 ۱ 

| یمکن إستنتاج حاصل ضرب وجمع الجذرین وذلك 


| بمفارنہ العادلتین : 

اہ حه (س- ل )(س- ۲) <ه 

| و حه س +ب س + هم < ۰ 

| وذلك بعد قسمہ العادلن الثانين على ١‏ 
۱ 5 9 -معامل س 
معامل س" 
00 
معامل س۲ 


حاصل ضرب الجذرین = 


(۱) فى العادلۃ السابقۃ آذا کان ١‏ > ۱ تصبح المعادلة 
の‏ + ب س + م = ۰ ویکون : 
< ل م دم 


ل + ۲ < - ب 


(۲) إذااكانت ب = صفر تصبح العادل 
( س + م = صفر ويكون : 
ہے <صفر سے ل --م 


)٢(‏ إذاكان | =2 أى أن معامل の‏ الحد المطلق 
تصبح المعادلت ( سآ + ب س + - ٠‏ ويكون : 
ل © ١‏ ای أن كلا من الجذرين معحوس ضربى 
للأخر 


مثا ۱ : فی المعادلات الأتیۃ أبحث نوع الجذرين 
وأوجد حاصل جمعهما وضربهما 


(۱) ۲س + < ؛ س ()) ۲ س + ۲س- = ۰ 


(۱) س += ٤س 一‏ < ۲سآ )س + < ۰ 

o= ム t= パニ | 

الممیز ح ب ' -؛ (ه.- (۔؛)' - ۵۲ 
=1 1= 


عدد سالب ٠.‏ الجذران غير حقيقيان 


نے 1 
ق8 حاصل الجمع = ーー‏ 


۵ 


۲ 
حاصل الضرب 7 - + 


(0) ۲ س ۲+۲س- ۵ =۰ 

۱ ۰ بع ۲ ۰ &¢=-0 

المميز = -؛ (هع (۲)' )×۲ <- و < 
+٩ =‏ ےو 

المیزمریع کامل لذا فان الجذور آعداد نسبيت 

8 حاصل الجمع = -> - < 


8 حاصل الضرب = ーー‏ 


لوبیتال فى الریاضیات 


© ۱ب ۲-1 
س + ۱ 


بضرب طرفی العادل فى (س- ؟) (س + ۲) 
س+۲+س.- ۲ = ۲( س + ۲)(س -۲) 

| سے ) س = ۲ (س" -؛) 

۰ 2۱۲ - کے ۲ س۲-۲ س‎ パー の パ = の (1 

! اکمل بنفسك 


۱ 
۱ 
|امثال ؟ : اوجد قيمت م إذا علم أن احد جذری‌العادلن 
)0( '-1س + م > ٠‏ مریع الجذرالأخر 
٢ |‏ أحد جذری العادلت س ' +۲ س ام < ا و 


=a )۱( | 

| نفرض أن الجذران‌هما ل ٠»‏ ل 
دنا 
! حه لآ+ل جه 


!)9 -۲)( + )=۰ ے ل > ۲ - 


ا حاصل الضرب = ل × ل" چیہ حر 
١‏ 

مدل" : 

!| .عند ل < ۲ م- ۸-۲۲ 

! .عند ل = -۲ ょ‏ = (-2۲)۲۰< ۲۷ 

۱ 

| (۲) بنفسك 

| 


| () النسبۃ بین جذری العادلت :س م س +1 <ه 

| هی ۲ : ۲ 

| نفرض أن الجذران هما J< dt‏ 

| حاصل الجمع = 05 + ٢ل‏ 2 ول م ل )١((‏ 
| حاصل الضرب - ؟ ۵ 0۲ 1101 ے ل' - | 


۱ + ١ دمأ‎ dV 1 
.ل =+\ <« دول‎ 
9=!xo=do= ム < 一 ۱< عند و‎ | 
69- 三 !-xo ニ = ニム < 一 ۱ - < عند ل‎ ! 
| 
| 
| 
| 
| 
] الجبرا‎ 


"っ + の リー س‎ )٤( 
۲ احد الجذرین يقل عن مریع الأخربم قدار‎ 
۲-۲0۰ نفرض أن الجذران هما ل‎ 
٠١- ۲-0 + حاصل الجمع > ل‎ .* 
۰ 2۱۰-۲ ے ل'+ل‎ 
۰ 2۱۲ - ل‎ + 
= ))+ 0 ( )۲- ۵ ( حه‎ 
ل- ۰۲ لع‎ 
حاصل الضرب = ل (ل' -2 ) < هب‎ 
۲ < عندما ل‎ 
۲۱ 2۷*۲ 2 )۲-۲۲( ۲ ےھ‎ 
) عندما ل سد‎ 
۵1 ےھ - ) (-۲-۲)۰) < - ×اے۔‎ 


مثال ۲ : |ذا کان حاصل ضرب جذری العادلت 


Ot‏ س + ك = ۰ یساوی ١‏ آوجد قیمۃ ك ثم 
آوجد مجموعّ حل العادلۃ فی ك 


ایل 
نفرض أن جزریها هما ل »م لذا فان ل م = ۱ 


ل == لك < ۲ 


“. المعادلتتصبح ٣س۲‏ س +2۲ ۰ 

( ۶ ب ۲-2۶ ۰ مے> ۲ 

الممیز = ٤م‏ - ۲۲-4 
<- ۲ = ۲۲ 

ما الممیز < ما۔٢٢ ctx1V=‏ = 

دن دب لاہ 


كم 
ے ۷۹۶۲ > دريو مت 


مثال ٤‏ : إذاكان ( ١‏ + ت ) هوأحد جذورالعادلت 


سأ -] س + > ٠‏ ۱۷ دح فاوجد الجذرالأخر 
وقيمي ١‏ 

إذاكان ١(‏ + ت) أحد جذور العادلۃ فانه حتما يكون 
(۱- ت ) هوالجذر الأخروذلك لأنهما مترافقان 


لوبیتال فى الرياضيات 


“. الجذرالاخر هو ۱- ت 
الحد المطلق - ۱-۲ 


فم ار ات 5۶[ ۲:5 
.}= 


ol‏ ۵ : |ذا کان ( ؟ + ت ) أحد جذورالمعادلت 
!اس" - ؛ س + ب = ٠‏ أوجد الجذرالأخروكذلك 


قيمئ ب 
۱ 

۱ 
لفل 
| إذاكان ( ؟ + ت ) أحد جذورالعادلت فان الجذر الأخرهو 
| (؟-ت) س .. الجذرالأخرهو (۲ -ت ( 


| 
| الحد ال مطلق 

| حاصل شاا اک ہے د وي 
معامل س ۱ 
اب ( ۲ +ت ) (۲- ت) < + 2۱ ه 

ايع كم 

| 

| 


مثالِ ۵ : اوجد قیمۃ ١‏ التی تجعل : 
(۱) احد جذری العادلن ۲ س" + ( ( -۲) س -۵ < ۰ 
هو العکوس الجمعی للأخر 


(۲) أحد جذری المعادلت ۱۲ س' + ۷س + ١ + '(١‏ -. 


مو العکوس الضربى للأخر 


(؟) مجموع جذری العادل 
(۱-۱) س + ((-۲) س-<۰ یساوی ۵ 


‘(=f 
الجذرین ل يكون الأخر - ل‎ 


ےر رر ہے معامل سے ۔(۳- کے 
مجموعھما = 9 +)- 9 ( سس“ 5 


の 9- 三 ム パー で = ب‎ 


| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

Y= イ < 一 ・= ミ パー 
| 

| 

| (۲) ۴۲س + ۷س + م += 
1 

| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


بے Y=‏ وک 
۱ ۱ ۱ 
نفرض أن أحد الجذرین‌هو ل فیکون الأخر 2 
حاصل ضربهما = ل × ا = | 
الجبرا] 


الحد اامطلق_ ۲۳ ١+‏ _ 

rt -  ؟سلماعم‎ 

- ۱+ ۲۳ ۰ 

82 
کے م 6م +2۱ 

۰ < )۱-۲۳ (۱-6 ( 


۲۲2۱+ ے‎ ١ 


ے ۴ 2 ۱ 


(۲) متروك للطالب 


مثال | : اوجد قيمة © التی‌تجعل : 
(۱) مجموع جذری العادلن 
س ( ۳ + )) س +2۲۲ ۰ 


یساوی حاصل ضرب جذرى المعادلي 
۲ س ۲ +۲۷ س + سے 

)۲( أحد جذری العادلمٌ ۸ س'- ۰س +م > ۰ 

يساوى مریع الجذرالأخر 


ال 


س'۔(م+؛)س+۲ءاح. 
۲ س۲ +۷ س + =۰ 
+ 


مجموع الجذرين 7 


۲ 


حاصل ضرب الجذرین = ー‏ 


ولکن مجموع جذری العادلۃ الأولی = حاصل ضرب جذری 


الثانيت 


کسر ےہر روہ 
ے ‏ 2-۲-۲ ۰ 
( ۲ -۳()4 +۲ ) <ه 
سم = -( 


۰= ۲۰س + م‎ の AO) 
بفرض أن أحد الجذرین = ل يكون الأخرل'‎ 
ーーー < مجموعھما = ل + ل‎ 8 
٥١١ ل + ول‎ t= 
ل -۱۵< ° (0۲-؟)(0+0)=›‎ ) + 4 


لوبیتال فى الریاضیات 


| 8 حاصل ضربھما = = ل × ل' = ل 
هم < م ۲۵ 


عندما ل = أ 


3 = = x = (×= ۸2 ے‎ 


۵ 


۷ | < (一 
0 


ل کے 
۸ 


۸۶ء ۲۸ ( 
سثال) ۷ : آوجد الشرط اللازم لکی یکون احد 
| جذری المعادلت | の‏ + ب س + م < ٠‏ 
| (۱) ضعف الجذرالأخر (۲) يزيد عن الأخريمقدار ۲ 


أ (۱) نفرض أن أحد الجذرین ل فیکون الأخر ۲ ل 
۱ 8 حاصل‌جمعهما < ۵ +۲[ ٢ل‏ ے ンー‏ 
| 


۲ 


| 8 حاصلضريهما d=‏ ×۲ ل = の‏ 
ا )(( 


بالتعويض من (۱) فى (۲) 


۲ 
۱ 
1 
6 


أ (۲) نفرض أن أحد الجذرین ل فيكون الأخرل ٢-‏ 
| #احاصل الجمع < 0 +0 -25؟ ل =Y-‏ کے 
اا حم ل )۱( 
| ۱ ۲ 
8 حاصل الضرب =ل (ل -۲) = ل 9Y-‏ + 
(۲) 


۲ ンー 


| 

dgY-'d ۱‏ == 
1 ۱ 
| بالتعويض من ۱ فى ۲ نجد أن : 
| 
| 
| 


と ー‏ \ ہے دب ۲ سے 
) اا ا 
٩ と‏ ا ر ا ٩‏ اهم 
を た 4 ۶‏ ۲ ۱ 
7ت ۱۸-٩‏ م 
111 3 } 
一‏ < ع و ی Px...‏ 
٤‏ 01( 
ب-۹ 2 ) ( مج 
مثال | : اوجد قيمت ب التی تجعل مجموع الجذرین 
للمعادلن 一 の‏ (ب +۲)س + ۵ب" = ٠‏ یساوی 
حاصل ضرب جذری العادلن س' - "ب س + ب ۲ < ۰ 
مجموع جذری العادلۃ الأولى = ب + ۲ 
حاصل ضرب جذری العادلۃ الثاني = ب ' 
بأ <ب ٢+‏ حه ب ミ バー と 一‏ ・ 
(ب-۲) (ب +۱) =۰ که =e‏ ب -۱ 
مثا ٩‏ : |ذا كانت النسبت بين جذری العادلن : 
۸ س' - ب س + ۲= ۰ تساوی ۲ : ۲ آوجد قيرب 
نفرض أن الجذرین ۲ ۲۰ ل 
8مجموع الجذرین = ؟ ل +۲ ل ول = > 
سے = ےِ ぃ = と‏ 9 —)0( 
8 حاصل الضرب < ۲ ۵ こ ='d1=9Yx‏ 
ات سے نے آ لے یىی 
۱ ۸ ۲ 


ے ل = = は‏ سس (۲) 
بالتعویض من (۲) فی (۱) 
بولک سوه = ۰ ل 
عندما ل < ؛ 
عندما ل -۔) سم بے 2-1۰ ۱۱۰ 


ے پ = ئئ × )= ۱۱۰ 


لوبیتال فى الریاضیات 
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۱ س - ؛س + اع ۹ معامل س" 1 
(۱) 90+ - (0 + )۲-۳ 0 
= ) ۲-۲۵ = ۸-۲۵ 2 ۱۷ 


۱ س-۲س + ١‏ = ۰ اوجد القیمت العددين لکلا || (۳۵)۲+ = (0 +۲) [(0 + )0۲-۲ ۴ ] 
= )6( [ (۲-۲)0*<؛ ] < ۵ ۲ ( ۲۵ - ۱۲ ) 


9 __ ا CURIEY‏ ات با انا ادا WP‏ 
۰ ۱ 
تکوین العادله + = CR‏ 
f‏ ۲ ؟ ١‏ | 
۱ 
۱ 
rt-'(+d)=Tr'O() | eh‏ | 
لمحي سس مس ری )(9+ [て パー(+9)]1 (で +9) = て‏ | 
"اس ا )1( ( ۵ -0(۱۷<۶)6 + ٩-۳)‏ لم ۱ 
اس( ل + )س + ل م< ۰ (4) ۳-۲۵ = )9-( (ل +ع) 
۱ أى أن المعادلة التربيعية يمكن كتابتها على الصورة : EO ۶+ ۵۱ UES O‏ 
| س - ( مجموع الجذرین ) س + حاصل ضرب الجذرین = ۰ | 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
أمثال ۱ : کون العادلن التی جذریها کلا من | 
اا(١)‏ ۵۰۲ (۱) ۰۲ ٩-‏ ۱ 
٥ ۰۵-)۲(۱‏ )¢( ۲- ۲۰۳۷ +۲۱۷ | 
| 1۳ مثا 1 : ادا کان ل ۰ ۲ جذرا العادل 
"- هس +؛ = ۰ آوجد القیمۃالعدیالکلاما | 
)١( 1‏ س "- ( مجموع الجذرین ) س + حاصل ضرب رو ایس ۳۹ 
| لد“ = ۰ 59 ۱ 
て -g) +0) 8 0‏ | 
ا - لاس + ۱۰ < ۰ ل - 1 5-5 ۳ ٦‏ ل 1 
+ー (1) ۳ (6) て (4) ۱‏ 
|؟)س'-(-:+؟)س+(؟»«-)) = وه 
احم س + س - 2۱۲ ۱ ds‏ ۱ 
(oxe-)+ の (6+6-)- の で‏ إذاكان جذرا المعادلة سه س ۵ س + = ٠‏ 1 
| کے س ۰ س ٠ = ٥‏ کے س :os で rd しょ ‘= to‏ 
0 مجموع الجذرین = ۲ ۔ ۲۱۸ + ۲ +۲۷۸ = 4 3 حاصل الجمع の‏ += عامل م وت کے 
| حاصل ضربهما = - ۳۷)( ۲ +۲۷۸ < ۲-۵ = ۱ وی .و 
| س وس + ( ۲-٤‏ ) = ۰ آق حاصل الضرب ل م = = ニニ‏ کچھ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
ع ٦٦-2۱٣ × ٥‏ 
0۳1" ۱ 
۱ سا (۲) ۵ - ۴ ىما رو + )1-1 ۲۵ | 
۱ فل = ۔ ؛×؛ = ,۲۶۶۹2۱۱-۲۵۱۷ | 
۱ ش = | 
ہس وہ ضس یسلت ۱ 0( ۲-۲۵ = (ل-۴) (ل + ) ۱ 
می ود شوہ ۲ و یٹ | 
۱ 0 ری الحد المطلق_١‏ (ہ) マー‏ = (۲-۵) [(ل + ۲)"- ل ] | 
وس سی ود سس ن (Y-e ) xY = ]۲- o] x=‏ ۱ 
ار دام d+‏ عن روم ہے ا 1 Nes x=‏ ۱ 
f‏ ۲ 3 ۱ 
۱ 


الجبرا ] لوبیتال فى الریاضیات 


| 

| 
۱ (فل 
أولا العادلت لا بد أن تکون صفریۃ 
يوهي ل ۰ ۳ 


E‏ ・ ومع اد 


| - نے یم 


4 8 ۳۹ 1 44 ۲-۲ 
x ۳" =‏ = —— = 
۷ ۳ 1 1 ۷ ۳ ۳ 
۲-۰٩ ١۱١ _‏ +۵۲« - ۵ + ۲ 
سرا تد ہے ند 


۳ 


۴ے ۲۲ ے ) +٢٤٢ھ‏ - ۱۲۱ 
۹1 


٤ھ‏ ٭ ۲۵-۱۲۱ - ٩۱‏ ےھ < رہ 


۱ 
اق += + 一‏ رفآ 


ل مح اسع — ) 
5 دمع جج () 


| بجمع 0 0 
ل + + ل -م ع 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
د‎ | 
| 
| 
Y 1 1 2 1 
| 
١ 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


ثأل/۵:|ذا كان الفرق بين جذری العادلن 
の‏ + م س+ ام = ۰ یساوی ضعف حاصل جمع 
جذریالعادلت س + ( س + م ٠=‏ اوجدقیمن م 
(فل 
بفرض أن جذری العادلن 

س + + س + كم = ٠‏ هما ل » 6 

ویفرض أن جذری العادلۃ 

の‏ + ماس +م<. هماه و 
بذلك يحون ے ( ل - ) = ۲ هو 

・ ニ バキ の ム + の أولا ل -” من‌العادلی‎ 


ت عو سے .ها 
ل +۳ عاك 、 1 ۱ 7 
ل م ーー ュー‏ ۳ ۲ 
(ل - م) مار ل +ع0-۲)۳ r‏ 


ム 人 一 ' ム レニ = ۲۷ج‎ ۲) -) = 


ثانيا ؟ ه و من‌العادل の‏ + ( س + م ٠-<‏ 
هوح دم لل د )( 


ولکن ے ( ل - ) = ؟ هو وبتربيع الطرفين 
) 9 ¢('= (هو)" 
( ها هب )2 ۷( )۱ 
ها ۸۱ھ = )ها ے )مادا مات 
١ھ‏ + ۸ھ =۰ سے د( ھ+/) = ۰ 
۸ 


ーー- =. 


م = ۰ ¢ 
۲ 


مثال 1 : إذا علم أن جذرا العادلن س' - ۵ س + 1 - 


هما ل ۲۰ آوجد العادلت التی جذراها 
)9 - ۱-۳(۰)۱ 


ال 


فى تكوين العادلن یلزم إيجاد جذ ور العادلن العطاه 
ولکن فى معظم العادلات تکون جذورها تخیلیۃ لذا 


یصعب التعامل معها بعد ایجادها لذا فان الطريقي 


التالیۃ تکون حل أمثل لمعظم السائل 
المعادلة العطاة : 
۳ -معامل س ー ٥‏ 
9 ۳ 1 معامل س" ۱ ۱ 
لوبیتال فى الریاضیات 


1 -__۔ے _ Waled_elgarhy‏ 
| , _ الحد المطلق_ 1 
IN‏ سو ج 
! العادلة المطلوية : 
| حاصل الجمع 
عل -۱+م-۱ع<ل ۲-۲ < ۲-۵ < ۲ 
ارت 


)+ ア ー9ー 9 ニ =( ) -)() - 9)= 
دعا‎ ١ جو1١‎ +) 6+ م -(رل‎ d= 


۰ =) + の パー (の تکون المعادلة‎ .٠. 


| عثال ۷ : اذا کان ۰۵ ۲ جذرا العادلت 
1 
o+ の の (|‏ فأوجد العادلۃ التی جذراها 


! لفل 

| المعادلة العطاة : ؟ س ۲ + ۲س +ه - 
او بم -؟ ・ ومد 

| المعادلة الطلوبة : 

| حاصل الجمع 


++ d= +++ ال‎ 


| 
1+ パー"(+9) =| 
۵ ر‎ - 
1+ - -؟×‎ ) (= 
۲ に 
وا‎ ュ ニ 1+ 6-- = 
% 1 


1 
حاصل الضرب:‎ 
٩+۳۲ +۲0۲ +۲۳۲0 2۲ +۲۳ ()۲+ ۲۵( 
=4+( て + 9)Y+'(( て 9) = 


٩ + ) (0+م)۔ كل‎ (۲+ ۰ ) = 
x (=) 
1 サー 


٩+ (一 ) パ + -ه) جع‎ (۲+ 
۳ 1 時 5 5 パー 
3 


=4+(- 


ا 
3 
_ 1۵ 
0 
_ 0 
کڪ + 
3 


۰ e - س‎ = = A | 


= ۲۸+ أوتكون امعادلة 4 س۲- ۱۲ س‎ ١ 
حل اخر‎ | 


۱ 
۱ نفرض أن أحد جذري المعادلت المطلوبيّ هو س لذا فان : 


の = ۲+ ۲۵ |‏ سے لآ = س -۲ هل < مس -۲ 


ل یحقق العادلۃ العطاه لأنه احد جذورها 

ot .٠.‏ + س +ه< 

۲ ( مس -۲ )۲ +۱,(۲س -۲ ) +ه< 

۲ ( س -۲ ) + ۲-۲ + ومع 

۲ س -1 +۲ س ・=6+Y-‏ 

۲ س ١ح‏ ۲ م,آس- ۲‏ بتربیع الطرفین 
(؟ س -0 = (۲ مس -۲)۲ 

4 س + ۱-س < ۹( س -۲) = ۲۷۲-۹ 

4 س ٩-۲‏ س ٩۹‏ س +۲۷+۱ = 

4 س ۱۲-۲ س +۲۸ = ۰ 


مثا ۸ : إذاكان ل ۰ ۲ جذری العادلت 


كس" + ۲ س -۷- ۰ أوجد العادلم التی جذریها 
(ل +۲۲ ) (t+?‏ 


0 ひめ 
۰<2۱۷- س +۲ س‎ ٢۲ ۰ المعادلة العطاة‎ 
وا وعدا‎ 
۲ 1 
: العادله المطلوية‎ 
حاصل الجمع‎ 


= )9 +۲ )+( +))5 ع 

< ۲0+ بل + ۱+ ہب 

A+ )+۵0( + ۲+۲۵ < 

۸+ (て +d ) + (ل+م)'- لے‎ = 


5 تو ا‎ 
Ar CSIR E = 
E بحم‎ 


= (ل +)2)'»*(م+))' = 


[(ل + ۳()۲ + ))]' <<[ م +ال +۴۲ [t+‏ 
= [0 ۳+ ۲( ۳+۵) + ]۲ 


= رط +× حا +4)) <(-۲+) 


لوبیتال فى الریاضیات 
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کاٹ ود وا ھی 
۱ =) ا 5 ج 
| .. العادلۃ ھی : 

۱ 

۱ 

۱ 


من - * س + ے٠‏ _ لو بالضرب ×؛ 


٦ 


| اس - ۵ س + ۵ = ۰ 
| حل اخر 


| نفرض أن أحد جذري المعادلة المطلوبة هو س لذا فان : 


ا (د +۲)۲<س سے ل += ماس 

! هل = ماس -۲ 

ولکن ل يحقق العادلن العطاه لأنه أحد جذورها : 

۰ 2۷ - یحقق العادلت ۲ س۲+۲س‎ ٠ 

۰ <2۷- 0۲+ ۲ 0 ۲۱ 

۱ ماس -۲)۲ +۲( ماس -۲) -۰<2۷ 

۲ (س + عماس ) +۲ماس ・=Y-1-‏ 

۲ س +۸۸ اس +۲ ماس ・=Y-1-‏ 
۲س -6= の Vo‏ بتربیع الطرفین 

() س-۵) ۲ > (ه مآس )۲ 

4 س ۲+ ۲۰-۲۵ س < ۲۵ س 

4 س ۵-۲ س +۲۵ = ۰ 


مثال 4: إذاكان ۱ هما جذرا المعادلت 


の 1‏ - ۵ س+ )= ۰ 
أوجد المعادلتّ التى جذريها ۲-۵ ۲-۳۰ 


| افل 


| 5 
| المعادلة المعطاة 
اناس و س+ \=‘ 
۱ 1 ا اے ۳ :3 
او سی > ئل پ عضن 
| مس ١ے‏ ۱_۱ 
شرب الجذرين = × ! سے ١ے‏ ١ل‏ ۲ 
| لوت 5 0 
امن المعادلة ۲ 
۱ '* البسط یساوی البسط .ل ٦<‏ س (۲) 
| بالتعویض من (۲) فی )١(‏ نجد أن 
a 1‏ تردق (ーー‏ 
| 1 1 
۱ 
۱ 
! 

Ha 


المعادلة المطلوية : 

حاصل جمع الجذرين = ل -۲ + ۲-۲ > ل + ٩-۳‏ 
< 21-0 ۱ 

حاصل ضرب الجذرین< (۲-0) ( ۲-۴) 
ل ‏ -ل ۲+ 
دل ۲-۲ ( 0 +( )+ 4 
< 1 - ۲ ۲ ۵ + ) 
= ۱۰-1 + ) = صفر 

لذافان العادلہ هی : 

*= の ー の 

ترریب ۱ : 


إذاكان ل ۰ ۲ هما جذرا العادلۃ 


の‏ -۲ س - ۲ = ۰ آوجد القیمۃ العدديم لکلاممایاتی 


(۱) ۲۵ یم (۲) ۳+۳۵ (۲) لدم 
۲ ۲ ۲ ۲ ا ۱ 

hr (1) で do fF ل"-‎ )4( 

ro 

とみ の 


إذاكان ۰۵ ۲ هما جذرا المعادلت 
س - ۵ س +۱۲ = ٠‏ أوجد العادلت التی جذریها 


Cd) ed (f) ۳+۲۵ )۱( 

(4) ۲2-۲۵ (ه) ۲-۲0 )1( دب 
0 

م 

ترريب ؟ : 

إذاكان ل ۰ で‏ جذرا العادلۃ 

كس س ۱= ۰ 


فاوجد القيمة العدديت لکل مما يأتى : 
۳۵8+ ۵8 ۳-۵8 05+ 


لوبیتال فی الریاضیات 
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= سح‎ ーー ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ーーー | 1 
مثال) ؟ : ین اشارة الدالن و(س) = س -؟‎ A اث‎ 

. بحب إشارة الداله | اه آ: يدد مع 
۱ 2 دلك ال 

| الفھوم ال 

| يقصد ببحث إشارة القدارالجبری هو إيجاد قیم س ا 

| الحقيقية التى تكون فيها إشارة المقدارمو جين أو | أولانوجد أصفارالدالة وذلك بمساواتها للصفر 

| سالبت آوینعدم فیها القدار 7 سه の‏ =( أصفارالدالت= ( ؟ ) 
۱ إشارة الدالة الثابتة 8 و(س) ٠>‏ سک 

8 و(س) <. ۷ س <۲ 

|الصورة العامة للدالة الثابتة 8 و(س) =・ ۷ ۲2۳ 

"と ぅ eV او (س) = ك‎ 

۱ 

القاعدة 

۱ ه ) -ه < Ab‏ موجه 

Carl r) |‏ . | | لاحظ الرسم البيانى التالى : 

||إشارة و (س) = ك هى نفس إشارة ك ۷ ك دح لرسم البيانى التالى 

e 07 إشارة‎ ۱ 

ال ۱ : ابحث إشارة کل من الدوال الأتية : موجبه لأنها آعلی اء 

!| 0 (س) --۲ ()و(س)-؛ ()و(س)-. ات تن 

۱ چس ۳ت ٠‏ 
ال إشارة 5) の =( の‏ 4 | 8 
| (۱) و(س) <-۲  .‏ و(س)<. لاس دح ضا مت 4 


て) |‏ و(س) < ) و(س) > ۰ ۷ س دح 
| (۲) و(س) =‘ و(س) =۰ ۷س دح 


8 


التی 


> أمويت | 


に 
( المقدار < ۰) سالب‎ 4 


قیم س 
المقدار 


إشارة الدالة الخطة 


دھ کعہ ها ك5 


سثال ۲ :عين إشارة الدالن الخطيت 


|الصورة العامة للدالة الخطية وس 
CG‏ 222157713717171 
و(س) > رسجب ۱۷ ۰ ال1 = 


آولا : أصفارالدالت وذلك بوضع و (س)< ۰ 
سے ونکون إشارة - ۲س )= ۰ سے س = - ۲-2 
و ثانیا بحث الاشارة : 
(の )5‏ عکس اشارة ۱ عندما と ニー>‏ حر 


(os |‏ - ------- | ب ب ب ب + هه 
(س) =‘ عندما س- -؟ 


وللتوضیح علی خط الأعداد لاحظ 


8 و(س) >. س< -۲ 
3 ۶ (س) >・ ×۷س > ۲ 
3 و (س) = ۰ ۷س = (-۲) 
تحقق بنفسك بیانیا 


لوبیتال فى الریاضیات 


۱ 
اما ۲ : عينإشارةالدالت و (س) = ۲ س 
۱ 


1 
| ولا : أصفارالدالۃ 


| وذلك‌بوضع 5(س) = ۰ 


| ۱ 
ا و(س) >۰ لاس > ۰ 


۱ ۶(س) < ۰ ۷س < ۰ 
| 3 ۶(س) < ۰ ۷ سد (۰) 
| تحقق بنفسك بیانیا 

۱ 


٤ 0‏ : عين إشارة الدالۃ 


の |‏ -( ۷ س ک؟ 
| 

۳ ۱ 

۱ - سن + ١‏ ۲۷ س< 2 
| 

| 

| 


| الدالۃ معرفت بقاعدتین 
| القاعدة الأولى ۶ (س)< س -۲ ۷ س > 


! شرطهاهو س ١>‏ 

| نبحث اشارة القاعدة الأولی ونطبق الشرط علیها 
| اولا اصفارالقاعدة الاولی : 

۲ = س‎ < 一 ۰ < ۲ س١‎ 

| س) 9 


+ + + دب + یی ہہ 
SR |‏ ۲ 
۱ 
| 


|[ و(س) > ۰ ٣٠س ٢>‏ وشرطها س > ۲ 

۱ ۶ (س) < ۰ ۷ س <۲ مرفوضت لأنها تخالف الشرط 
| 8 ۶(س) = ۰ لاس ۰(<2) وشرطها س = ۲ 

۱ 

| ثالثا اصفارالقاعدة الثاني 

| - س += ۰ ے -۳<-۲ ۰ =( 


۱ 
۱ ۲ 
صفر 

| ء (س) 

+++ +++ ++ | 
۱ 

۱ 

۱ 


رابعا بحث إشارة القاعدة الثانيي 
3 ۶ (س) ٠>‏ ۷ س <؟ وشرطها س < ۲ 
3 و (س) < ۰ ۷ س ٢>‏ مرفوضت لأنها تخالف الشرط 
و (س) = ۰ ۷ س >( ٠‏ ) مرفوضت لأنها تخالف الشرط 
ویتجمیع |شارة القاعدتین نجد أن : 
صفر 
و (س) 
++++++ + + + + + + 
の‏ 
و (س) > ۰ ۷ س دح - (1) 
و (س) < ۰ ۷ س- (۲) 


7 أبحث اشارة كلا من الدوال الأتيتَ 

(۱) ۶(س) = ۲ (۲) 5) (の‏ = - ؛ 

(۲) و (س) <صفر ۰ ) 5(س) ۲س-1 
)6( و(س) < -۲ س (1) ۶(س) = ۲ س +۲ 


اشارة الدالة التربيعية ۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
] 


الصورة العامة للدالة التربيعية هی 

の |‏ +ب س + مد ت٠‏ (ءب # صفر 

هذه المعادلت لها جذرن دائما ولكن عندما نتكلم فى 
مجموعة الأعداد الحقیقیۃ فان جذريها يمكن 
التعرف عيهما ونوعهما باستخدام المیز = ( + 
فإذا كان : 
(۱) المميز> ۰ ( موجب) یکون للمعادلت حل 
ويكون لها جذران حقيقيان مختلفان هما 

مثلا ل » © 
(۲) المیز < ۰ يكون للمعادلۃ جذرواحد مكرر 


(۲) المیز< ۰ لا یکون للمعادلت حل فى مجموعمٌ 
الأعداد الحقیقیۃ ویکون للمعادلن جذران تخیلیان 


لوبیتال فی الریاضیات 


۱ 

٠ ペ ۹ Hl‏ 5 مثا ۱ : عين اشارة المقدارالجبرى 
| او إذا كان المميز موجب : سس 

!| ذکرنا فان المعادل يكون لها حلان فیح ES‏ ا 
ا[ونفرض uel‏ ( ۵ ۰ © ) (فل 


۱ 
| فیکون بحث الاشارة حالتالی : 


]اق ۶(س) =“ ۷ س < (0 ۲۰ ) 
3۱ 5 (س) مثل إشارة ( ( معامل س') 
لاس داج -01 ۰ ۲ ] 


و (س)< ۰ حه ؟ س؟-۲س-۵ < ۰ 
١‏ 
(؟س +١)(س-ه)‏ = ۰ حوس = - ۰ س = 0 


و (س) ٠‏ 0 
و (س) عکس إشارة ( ( معامل س") キキ キキ キト | ------ + キ キキ‏ 
۷س د [0 ۰ ۲ ] س ٥‏ 8 


وعلی خط الأعداد یکون کالتالی : ۲ 
۰ (س) > ۰ ۷س دح -[ - ۵۰] 


صفر 


ء (س) >・ ۷سد ]- ۵۰[ 


= ۳ 
۱ 
ال 


ا سس و دا ثانيا إذا كان المميز صفرا 
۲ یکون للمعادلت حل وحيد أى یکون لها جذران واکن 
| س - اس 2۵ ۰ حه (س- 0 ) (ك) ۱۲۱۴ | (متساویان فیکون جذرمکرر ولنفرض أنه = ( ل ) 


اس 1:4 ہر 7 قيكون بحث الإشارة كالتالى : 
8 و(س) =“ ۷ سے }9{ 


۶ (س) مثل اشارة | ( معامل س') ۷ س دح - (0) 
وعلی خط الأعداد کون کالتالی : 


| 5(س) ۰ ۷ س د ] -1۰۱ 
| و(س) <۰ ۷ سدح -[-۵۰۱] 
の )5 |‏ (=・ ۷ س د (-۵۰۱) 5 

و (س) | مثل إشارة ( (معامل س") مثل إشارة ( ( معامل س") 


س 8 


(فل 


و (س)< ۰ ےس'-٦س‏ +1 - ۰ 
( س -۲)!< ۰ حم س -2۲< ۰ سوس ٢٢‏ 


صفر 
HHH HHHH‏ 
س ۳ 


و(س) ٠>‏ لاس دح - (۲) 
و(س)-<١٠ Cj}=wv‏ 


و (س) 


آ چس نس تست تست سس سس سا اس سا م سا تست تست اس سا م سا م سام ناما تست تست تست تست جا جا ن 2 2 22 22 2 ا 2 2222 2 2 2 2 سس سس سس سس سس 


لوبیتال فى الرياضيات 


سثال ؛ : ابحث إشارة الدالت 


ا[ ورس) --؛س' +۱ س ٩-‏ 


ひめ! 

1 ۶ (س) = ۰ کے وس" +۱۲ س-٩‏ =‘ 

ا 4 سا-۱۲ س +4 < ۰ حه (۲س -2۲)۲< ۰ 
| حیث أن القدارمریع کامل حه ۲ س ؟- ۰ 


1 
و(س) =۰ ۷ س 2 ( ٠‏ 
|ثالشا إذا كان ا ممیز سالب 
| لا ایکون للمعادلة حل فى ح ویکون جذریها 
| تخیلیان فیکون بحث الإشارة کالتالی : 
| 3 ء(س) مثل اشارة ١‏ (معامل س') ۷س دح 
وعلی خط الأعداد یکون کالتالی : 


5 (س) مثل إشارة م ( معامل س') 


مثا ۵ : أبحث إشارة الدالت 


س' ‏ و س + ۲۵ 


ے の 6 一 の‏ +6(=・ 
هذه العادلن لیس لها حل فی ح وللتأكد من ذلك 
نوجد المیز 

۲۵ < ۰ 0-=& ۰ ١ - ( حيث‎ 

+ = ll 


۷۵ -= ۱۰۰-1۵ = ۲۵۲۱-۲۵ > 


المیز عدد سالب لذا فان المعادلت لیس لها حل فی ح 
فیکون بحث إشارة کالتالی : 


2 و(س) >۰ eV‏ دح 


و (س) +++ +++ +++++++ 
س 


سثال) ٦‏ : إذاكانت ۶ (س) y=‏ 
وه(س) = ۔س' + ۲ س +۲ أوجد فترة الأعداد التى 


تکون فیها الدالتین 5 ۰ ر موجبتین معا آوسالبتین 

معا أو ختلفتن 

(فل 

اولد. ۶(س) = س ' 

س"- 2 ۰ سے (س ۲ ) (س +۲) = 

جذرا العادل‌هما ۲-۰۲ ) 

فتکون إشارة الدالۃ کالتالی : 

5(س) در だ‏ 
+ +++ -----= |+++++ 

۳ ۲ 7 

ثانيا : وه(س) = ۔س' + ۲ س ٢+‏ 

دس" + ٢س‏ + ٠-٢‏ ×۔ا 

*=Y-o(- の کے‎ 

( س -۲)(س +۱) < ۰ 

جذرا العادلۃھما ( ۱2:۴۲ ۱ 

فتکون اشارة الدالۃ کالتالی : 


و (س) 3 2 


7 ل ل ات اس اس تست ا ات اس اس ا ا اس ا ا سس سس سس سس اس اس اس اس اس اس اس اس اس سا اس سس ا سا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا سس ا ا ا ا ل سا ساسع 


لوبیتال فى الرياضيات 
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١ ترریب‎ 

أبحث |شارة كلا من الدوال الأتیۃ : 

(۱) ۶ (س) = س + )4 س + ه 
| (۲) ۶(س) = ۲ س +) 
| 8 سالبتین معافی الفترة ]-۲ 1۱-۰ (۲) و(س) < - س + ۷س - ۱۲ 

' ーー 
ےچ‎ reo 
4- مختلفتین معافی (1) ۶(س) = - س‎ 8 | 
[90۰۲] U 11۰۱-] نا‎ Jeol | 
: ۱ ترریب‎ 
أوجد الفترات التی يكون فيها الدالتين‎ ١ اترريب‎ 
t= أبحث إشارة كلا ن الدوال المثلۃ على الشبکن و(س) یب اہ ی دن‎ ۱ 
کس کے‎ コレ مں 4 هھ م۰ ع‎ 

1 سب ف کلا من العالات لا موجبتين معا آوسالبتین معا آومختلفتین 


(0 0) 


لوبیتال فى الرياضيات 
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طرق قياس الزاوية 


۱ 

| 

۱ 

۱ قد علمنا سابقا أن الزاویۃ هی مجرد اتحاد شعاعین 
| لهما نفس نف نقط البد این تسمی هذه النة na‏ راس 
いっ 9‏ ویسمی الشعاعان بضلعی الزاویہٰ 
ففى الشكل المقابل : 8 

| 7 ا آ1م شعاعان 
| یمثلان ضلعا الزاويت الزاویت 
8# النقطت ١‏ تمثل رأس الزاويت ب 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
۱ 
| 
| 
| 
| 
۱ 
۱ 
| 
۱ 


۱ )ھ۴ب(٠‎ ۱ لا‎ CIR 
ویمکن التعبیر بها کالتالی .اب ( م رس الزاویة‎ 


الزاوية الوجهة :۔ 
من التعریف السابق للزاویۃ نجد أن الزاويي السابقہ 
يمكن قراءتها کالتالی :< ب + او .ام ب 
ولكن إذا عمدنا ترتيب الضلعين أحدهما نهائى 
والاخر إبتدائى فان المفهوم السابق للزاوييٌ يتغير 
ويصبح الزاوية ge i‏ لذا فإنه فى حالم الزاويي 

۱ > تكون الزاوييٌ عبارة عن زوج مرتب من 
| الاشعت مسقطه الاول هوالضلع الابتدائى والسقط 

۱ الثانى هو الضلع النهائى 


أ kt‏ 
| تعریف الزاوية الوجهة : 
ا هی زوج مرتب من شعاعين رهما ضلعا الزاويت, لهما 


| نفس نقطة البداین تسمی رأس الزاويت 
| 


فى الشكل القابل : 
)١( !‏ اذا اعتبرنا ان 
الضلع الابتدائى 
هوو والضلع النهائی‌هو وب فان الزوج الرتب 

(وب »و ۲" ) یعبرعن الزاوین الموجهت < وب 


| 

۱ 

| 

۱ 

| 

۱ 

۱ (۲) 3ا امترڈا ان الضاع الابتدائیٰ 
اه “وب 
۱ و والضلع النهائى هو و | فإن : 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 


ーー 


لزوج الرتب (و ب ۰و ۲ ) يعبر 
عنالزاویۃالوجھت ーー で まっ と へ‏ 


. 3 الزاوييٌ الموجهي (۱ و ب )< n> Ra‏ (ب و ۱) 
| 3 فى RA‏ جهن یرسم سهم خارج من الضلع 
| الابتدانی الى النهائی 
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القیاس ا موجب والقیاس السالب ٹلزاویة الموجهة 
(۱) قياس الزاویۃ الوجهت 

یکون موجب |ذا كان الإتجاه من 
الضلع الابتدائى الى النهائى فى ., .. . 
کس حركة عقارف الا سل ات انى 


(۲) قياس الزاويي الوجهم 
یکون سالب إذا كان الإتجاه من 


الضلع الابتدائى الى النهائى فی ر ۳ 
نفس حركي عقارب الساعہ ۱ 
تدريب : اوجد قياس كلا من الزوايا الاتيت 


الوضع القياسى للزاوية الموجهة 


تکون الزاويي الوجهن 

فى الوضع القیاسی إذا تحقق : 
6 رأس الزاویۃ منطبق على نقطة الاصل 

0 الضلع الابتدائى للزاويي ينطبق على محور السینات 
الموجب 


الحل 
(۱) ى( (وب) الوجهن القیاسیح = °1٠‏ 


(۲) رده( (وب) الوجهن القیاسیح = - ۲۰ ° 
(۲) ده( (وب) الوجهن القیاسیح = + ۱۲۰ 
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سرت ہے کے کت ہے جراج سر ہے می بے سک اس ات کے کے سے کک تشاب ال 
۱ ۰ ۰ چھ . . ۵ ۵ ا ۴ 
۱ س الزاوية الموجهة فى الوضع القياسى ہل 
いっ 9‏ الموجهت فى الوضع القیاسی 5 ت = o‏ 
e RE‏ (۱) القیاس السالب للزاوية ۱۲۰2۱۲۰ - ۳۱۰ =- ۲۰ ۱ 
| والاخرسالب وذلك کالتالی: (۲) القیاس السالب للزاوية ۸۰ -۸٠=‏ ۲۱۰ < - ۲۸۰ ° | 
と‏ (۲) القیاس السالب للزاوية 2۲4۰ ۲4۰ - ۳۱۰ - ٩۱۲۰‏ | 
۱ فى الشكل ۳ 000 02 | 
| الزاوية ! وبالتى صنعها الضا ۱ موقع الزاوية فى المستوى الاحدانی التعامد | | 
| النھائی وب تح الستوي الا حداثی التعامد كما بالشکل ينقسم الى اربع | 
۱ فاذا کانت 0 = 1۰ على سبیل الثال فان الضلع النهائی ‏ | ارباع لاحظ‌مایاتی | 
| ! یکون مساره کالتالی : 1 
| 7 السارالاول هو انه دارفی عکس حركت عقارب ۱ 
۱ الساع وذلك ما يبينه السهم الاول ۱ 
۱ وفی تلك الحالنحه ر( و ب)= + 1۰ ۱ 
| 
- 3 السارالثانی انه دارفى نفس حرکن عقارب الساعت ۱ 
| وذلك ما يبينه السهم الثانى ۱ 
| 0052 1 بھی = 
۱ وفی تلك الحال حه ر( وب)=- ۲۰۰ (۱) إذاكان. ۰< 0 < ٩۰‏ 
| ا ی 
| ونلاحظ أن مجموع مقیاسی القیاسین الوجب والسالب | فان الزاویہة0 تقع فى ۱ 
۱ .۳۹ الریع الاول | 
| 
۱ ملاحظات مهمه : | 
۱ (1) |ذا کان: <٩۰‏ 0 < ۱۸۰ ۱ 
| 3 فان الزاويت 0 تقع فى と‏ | 
| افمثلا إذا کان: ی۶( و ب)الوجھن = ۷۰ 7 | 
۱ الریع الثانی ٤‏ ۱ 
| 
کت 58 ۱ 
| (؟) لکل زاوي موجهت فی الوضع القیاسی قیاسان | 
| إحداهمنا موجب والاخر سالب (۲) |ذا کان: ۱۸۰< 0 < ۲۷۲۰ 
| [(۲) القیاس الوجب للزاویۃ السالیح س - س + ۳:۰ | | فان الزاوی م7 تقع فی 3 ۱ 
الریع الثالث 
| [(؛) القياس السالب للزاوية الوجيت س -س - ۲۷۰ | |" の‏ ۱ ۱ 
| 
| 
| 
۱ مثال : اوجد القیاس الوجب لكلا من الزوایا الاتية | | (؛) |ذا کان: ٠٠١ < ۵ <۷١‏ 
اللا (۱) ۲۰-۶0 (۲) ۲۲۰۰-2۸ || فإنالزاوي03 تقع فی 
الريع الرا 
۱ ا ال ee‏ ۱ 
| 
القیاس الوجب للزاوية - ٠٦‏ = - 1۰ +۳۱۰ <۰» 0000 
' 0 يم 9 1۰ 0 ٠‏ وفى حالۃ ان وقع الضلع النهائى على محورمن الحاورمثل | 
ياس الموجب للزاوية - ۱1۰ =- ۱1۰ + ٠٠= 1١‏ | رت اہ 
۱ 0 الان لا الاو ۲۰۰ ۲۰۰+ 9۳۰ س او ص الوجب او السالب تسمی الزاوین فی تلك الحالٹ | 
ياس سس 1 بالزاوية الحوريت او الزاویۃ الربعية کالتالی : 
| 
| اعثال ‏ : اوجد القياس السالب لكل من الزوایا الاتیۃ (۱) |ذا کانت 0 = صفر آو ۳۱۰ | 
|[ كلت (A‏ .وه فان الضلع النهائى یکون منطبقا ۱ 
۱ على الحور س الوجب ۱ 
| 
1 ۰ 2ر 2 و .,ےںچبی ی.-.ت ۱۰ 


حساب المثلثات لوبیتال فی الریاضیات 


Waled_elgarhy 


٩۰ = 0 کانت‎ は | )۲( 

| فان الضلع النهائی یکون منطبقا と‏ 

أ على الحورص الوجب 
۱ 


. (۲) |ذا کانت 0 = ۱۸۰ 
| فان الضلع النهائی یکون منطبقا 2 
| على محورس السالب / 


1 )¢( کانت 0 = ۲۷۰ 
| فان الضلع النهائی يكون منطبقا 
| على محورص السالب 


۱ 
| الزوایا التحافنة 


| تأمل الاشكال الاتي بدقت ولاحظ : 


(؟) ورب 


| (۱) الضلع النھائی سارفى عكس عقارب الساعة 

| بزاوية0 فقط لذا فان الانفراج الحادث بين الضلع الابتدائى 
| والنهائى هو 0 

| 

(۲) الضلع النهائی سارفی عکس عقارب الساعم بزاويت 
| 0 + دورة کاملہ ای ان قياس الزاوين =0 +۲۱۰ ولکن 
- الانفراج الحادث بين الضلعین الابتدائی والنهائی 

۱ یظل كما هو = 0 
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(۲) الضلع النهائی سارفی عکس عقارب الساعت 
بزاویۃ 0 + دورتین کاملتین ای ان قياس الزاویہ 

٦٦٢٢٢٢ + 0 =‏ ولکن الانفراج الحادث بین الضلعین 
الابتدانی والنهائی يظل كما هو = 0 


(؛) الضاع النهائی سارف نفس حرکت عقارب الساعة 
بزاوین دورة کاملۃ -0 ای ان قياس الزاويین 

= 0-۰ ولکن الانفراج الحادث بين الضلعین 
الابتدائی والنهائی یظل كما هو = 0 


)٥(‏ الضلع النهائی سارفی نفس حركة عقارب الساعة 
بزاويت دورتین کاملتین -0 ای ان قياس الزاویۃ 

0-٣۰ × =‏ ولکن الانفراج الحادث بين الضلعین 
الابتدائی والنهائی یظل کماهوع< 0 


فی کل الاشکال السابقة نجد أن الانفراج الحادث بین 
الضلع الابتدائی والنهائى ثابت فی كل مرة وهو =0 
لذا فان جمیع الزوایا السابقۃ يقال عنها انها متکافئت 


الژوایا التکافند : 


هی تلك الزوایا التی لها نفس الضلع النهائی عندما 


تکون فی الوضع القیاسی 


ونستنتج مما سبق أن : 
6 = 0+ ۲۲۰ = 6 + ۲۱۰*۰۲ < 0+ ۲۱۰۰۲ 


ملاحظات مهمة : 

(۱) |ذا کانت 0 قياس زاویۃ فان جمیع الزوایا التى 
قیاسها (0 + ن × ۲۱۰ ) تون متکافٹہ 

حیثن د ص 

(؟) يمكن جمع إضافيّ) أوطرح أى عدد من الدورات 
الکاملہ للزاويي وذلك لن يؤثرفى موضع الضلع 
النهائى فى المستوى الاحداثى المتعامد فى الوضع 


القیاسی للزاوييّ أى أنه يمكن اضافيّ أى عدد من ال 
۰ للزاویۃ أوطرحها منها ولن یؤثر ذلك على الزاويت 


(۲) معرفۃة موقع الزاوین فى المستوى الاحداثى المتعامد 
یجب ان تنحصربين ] ۲۱۰۰۰ [ فإذا زادت الزاويي عن 
۰ يجب طرح دورة اودورتين او ثلاث دورات اواكثر 


تس سس دس سس سح سح 
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۳۱۰ = 

۷۲۰۱ < ۲۱۰ ۲ < 

۱۰۸۰ < ۲۱۰۲ = 

ا٤٤١‎ > ۲۱۰: = 

۱۸۰۰۱ < ۲۱۰ ۵ < 


۱۱۷۰ ۲( 
۲۵ )٥( 


۷۰ -)۲( ۱ 
۲۵۲۰ - (5)|1 


di 


| 
| (۱) ۵۲۰ الزاویۃ موجبة واکبرمن ۲۱۰ لذا يجب طرح 
أ منها عدد اصغرمنها وهو دورة واحدة ۲۱۰ 


J‏ - ۲۱۰ = ۱۷۰ . الزاویۃ فی الریع الثانی 
۱ 


| (۲) ۱3۷۰ الزاوية موجبۃ واكبرمن ۳۱۰ لذا يجب طرح 


| عدد من الدورات الکاملۃ اصغر منھا وهو اريعة دورات 
| وهی ۱6۰ 

٠ ۴١ 2۱۸۵۰-۱۷۰ = 0 |‏ الزاویۃفی الریع الثالث 
| (۲) - ۷۸۰ الزاوية سالبۃ واصغرمن الصفر لذا يجب 

| اضافت عدد من الدورات الكاملة مجموعها اكبر من 

| الزاویۃ وهی ۲ دورات = ۱۰۸۰ 


٠ ۲۰ 2۱۰۸۰ +۷6۰- = ۵ |‏ الزاویۃ فی الریع الرابع 
| 


| (4) - ۲۵۲۰ زاوية‌سالبت يجب إضافة عدد من الدورات 
| الکاملۃ مجموعها آکب من الزاوین وهی ۱۰ دورات 

۱ کاملۃ وهی = ۰ ۳۰ 

0 > ۲۵۲۰ + ۲۱۰۰ = ۷۰ .. الزاویۃ فی الریع الاول 

۱ 

to (6) ۱‏ زاوین موجبہ تنحصربين ]۰ ۰۰[ لذالن 

| يتم اضافة ای عدد من الدورات الکاملہ او الطرح منها 

1> ئ۲ زاویۃ تقع فى الربع الرابع 


| 

ان 

۱ تدریب : حدد الریع الذی تقع فيه الزوایا الاتيت 
| 


(۱) صفر (9؟) ۲۱۰ (۲) ۱۵۰۰ 
Ao - )٥( ۱۳۳۱ - (9‏ )1( ۱۸۹۰ 
۱ (۷) - ۱۷۱۰ )۸( ۷۵۵ 
1 حساب الثلثات 


© 


القياس الستینی للزاوية 


قام علماء الرياضيات بتقسیم الدائرة إلى ۲۱۰ قوس 
متساوييّ كل قوس من هذة الأقواس يسمى الدرجمٌ 

۰ ۰ 0 جه مه ی 
ویرمزله بالرمز شم قاموا بتقسیم كل قوس من ال 
۰ قوس إلى 1۰ قوس آصغر کل قوس یسمی دقیقہ 
ویرمزلها بالرمز شم تم تقسیم هذة الاقواس إلى 
۰ قوس آصغرتمثل الثوان ویرمز لھا ب 


کل قوس = ۱ ° 
مجموعهم < ۲۱۰ قوس 
= 


55 
۰ قوس أصغر よい‏ م و 
و كل قوس = ١‏ دقيقة 
ه 
5 


۰ قوس اصغر داخل هو 


کل قوس = 1 ثانية 


لذا فالقیاس الستینی للزاویۃ يشبه أويمائل القیاس 
الزمن للوقت 

فالقیاس الستینی مکون من درجات وکل درجت بها 
۰ دقیقہۃ وکل دقیقہ بها ۱۱ AG‏ 

وكذلك الوقت فالساعت تناظرالدرجات حيث بها 1۰ 
دقیقہ والدقیقہ بها ۱ ثانیہ 


٠٦-٥ 3 
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آلقیاس الدانری للزاوية 

| یعتمد هذا القياس على طول القوس من الداثرة التی 
| تحصرة الزاویخَ المركزية الراد فیاسها وحذ لك طول 
| نصف القطر للداثرة 

| فی الدواثرالتحدة ا لرکز إذا رسمت زاوي مركزين 
| فان النسبت بين طول القوس المقابل لهذه الزاويت 

| المركزين إلى طول نصف قطر الداثرة الناظرة له 
یساوی مقدار ثابت لجمیع الد واثر التحدة الرکز 


! اه وهر هو 
| ا۴ ابم هم 
| هذا القدارالثابت‌هو 
| القیاس الداثری ٹلزاویۃ الرکزیت ۲ أی ان القیاس 
۱ الداثری للزاويي الرحزین یعتمد على طول القوس 
القابل لها وحذ لك طول نصف قطرداثرتها فیحون 
۱ 


= مقدارثابت 


القياس الدائرى ٹلزاویۃ الرکزین 


ا 
نصف قطر دائرتھا ‏ دق 25 


لنصف قطریة 


9 =$ gg 


الزاویه اله 
۱ قام علماء الریاضیات بقیاس نصف قطر دائرة ما 

| ولیکن نق وقاموا بتقسیم الداثرة الى اقواس طول 

| كلا منها = نق أى نصف قطرالداثرة فوجد وا الداثرة 
| قد قسمت الى 1 اقواس و ۰,۲۸ تقریبا من القوس 

| فكل زاوی قابلت ای قوس من الاقواس الست سمیت 
| بالزاویۃ النصف قطرية لأن طول القوس القابل لها = 


نصف قطر داثرتها 
| 


| هی زاویۃ مرکزیه طول القوس 
| المقابل لها = طول نصف قطردائرتها 


| وعندما یکون ل = نق فان 6 - © - ۱ء 

۱ أى ان وحدة القیاس الزاوية بالتقدیر الداثری هی الزاوية النصف 

| قطرية 

لہ ست ست ست ست سس ست سس ست ست بت ہت ست سد سد بت وت وت اكاك _— صجت -ے 
حساب الثلثات 


العنی الحقيقى لوحدة قياس الزاوية 

ما معنى قولنا أن الزاويي 

e e fe ۵ھ‎ 

هذا یعنی انه لدينا زاوی ما إذا وضعنا هذه الزاويي فى 
دائرة مقسمي الى ۰ قوس وكل قوس منهم مقسم 
الى ٠١‏ قوس اصغروكذلك كل قوس مقسم الى 1۰ 
اخرين اصغر ووضعنا الضلع الابتدائى لهذه الزاويي 
على احد الاقواس التى تمثل الدرجات فإن ضلعها 
النهائى یکون تجاوز القوس رقم ۰؛ ولکن بعد ۲۰ 
قوس من الاقواس الصغرى التى تمثل الدقائق وكذلك 
تجاوز القوس رقم ۲۰ من الاقواس الصغری التی تمثل 
الدقائق وثبت عند القوس رقم 2١‏ الذى يمثل الثوانى 
ای ان قياس الزاوية بالتقدير الستينى هو معرفت كم 


قوس من الاقواس التى تمثل الدرجات والدقائق والئوانی 
ستكون مقابلن لهذه الزاويي 

ما معنى قولنا أن أن الزاويي 

6* = ,۱" زاويي نصف قطریۃ 


لق 
۳ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
ایضا نجد انه لدینا زاویۃ ما وضعناها فى SN‏ | 
Aa‏ 1,۲۸ من الاقواس التی طولها = طول 
نصف قطرالداثرة بحيث ضلعها الابتدائی على بدایۃ | 
احد الاقواس والنهائی نجده تجاوز قوس واحد وثبت فى 
منتصف القوس الثانی | 
ای ان قياس الزاويي بالتقدیر الداثری هو معرفيٌ کم ۱ 
قوس يقابل الزاويي من تلك الاقواس التى طولها = طول | 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
1 


نصف قطر الداثرة 
(۱) إذا كان طول نصف قطر الداثرة نق = وحدة 
الاطوال فان 


قياس الزاویۃ بالتقدیر الداثری = طول القوس القابل لها 
(۲) الزاوي الرکزین التی تحصر قوسا طوله ضعف 
طول قطر الداثرة یکون قیاسها = ۲" 

حیث ل = ۲ نق 

(۲) الزاویۃ المركزيت التی قیاسها الدائرى = ۰,۵ * 
یحکون طول القوس القابل لها = نصف طول نصف 
قطر الداثرة 
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العلافة بين التقدیرین پچ وہ وہر 
الدائری والسٹینی للزاوية = 5×9 
۸۰ 

۱ 5 مه مه عه مه ۰ ممحه ۰ 7 
۱ المعنى الحقيقى للعلاقن بين التقدیرین الدائرى 6 ہے 5×٥۵‏ ے گے ٠,۷۹‏ 
| والستینی هو معرفہ کم قوسا ستینیا وحم قوس EE‏ 
| دائريا یقابلان نفس الزاويت او بطريقة آخری و 
| اذا کان لدینا زاویۃ ما قیاسها الستینی ٩۲۰‏ لذافانها | (۲) 1١-0‏ مروك 
O O 1‏ 
| تقابل ۲۰ قوس مسوم i‏ 
| لتحويلها للتقدیرالداثری يجب معرفت ال ۲۰ قوس 
| تقابل کم من الاقواس فى النظام الدائری ولایجاد (0 ۰-0 سس و۶ - 0 mx‏ 
| العلاقت بینهما لاحظ ما يأتى : ۸۰ 
| لنفرض زاوي مرکزیح تقابل نصف الدائرة رے 0ا75 دك زی ۶ 
| قیاسها بالتقدیرالدائری ۱ ۸ ۲ 
۱ ۲ 

6 ل ذق 
ニニ ーー = 6١‏ 
۱ ذق ذق 7 2 (۵) ۵ = ۱۲۰ E‏ 
el‏ 0 ےڈ )۱( ۸۰ 
am 9۳ = 0‏ ۹ ۶ 
| قیاسها بالتقديرالستيني ۱ تب ۳ 
| القیاس الستینی لهذه الزاوینّا いっ)‏ التى نما ١‏ 
11 ياس الستینی لهذه الزاوية المركزين التی بل (0 ۲۰-0 ° سے و 72*9 
| نصف الدائرة = ۱۸۰ ۱۸۰ 
ا = Nt‏ س ودس" ۱ 2۷ sS‏ 
| وبقسمخ العادلت (١)علی‏ (۲) أوالعکس نجد أن : ۸۰ 
sg |‏ .و 
۱ ے7 أو 3-57 ۸ (۷) 0 < ۰" 0۰ ۱۰۰ متروك 
の ۱‏ ۸۰ 0 1 
yl‏ ۸۰0 وء 7*9 
1 ۸۰ مثال ؟ : آوجد القیاس الستینی لكلا من الزوایا 
I‏ 


۱ ( り ۲,۸ )۲( ۰ ۰,۸۲ (f)  هرد‎ )۱( 
7 7۱ Tk 7 

て (۸) 0 03 (1) ۲3 (6) 

| االرجوع للقانون واذا استخدمنا القانون سنحصل على | ال 

۰۰ النتب- وه ۱ 

|| (۲) اذا علم قياس زاویۃ بالتقدیرالستینی واراد قیاسها || (۱) 0 = هه م " - ۶ ۱۸×۴ 


| 5 7 
| |(۱) 13 علم قياس زاویۃ معینۃ بالتقدیرالدائری 


ا ابدلالت 7 فانه يتم التعویض عن 7 ب ۱۸۰ مباشرة دون 


| بالتقدير الدائرى فانه نوجد I‏ بالتقدیر الداثری 


o‏ 0 ۱۶ ۱۸ سے ام 

| ابد لالت > |ذا لم يطلب غير ذلك 9 Ye Y キ ーー ニー ェ‏ 
| 
| 8 
١ 0!‏ : آوجد القیاس الدائری لکلا من الزوایا () یر سے وٴ۔ の‏ ×۱۸ 

مه مہم مه ele‏ 4 4 
۱ الاتيي مقربا الناتج لاقرب رقمين عشریین 7 د oy ٩ ٣ٴ ۷ x‏ 
:)١( ۵ )( ° (lI‏ 5< ۰ (۵ ۱۲۰ 1 


اج ۰ 0 5 کے o‏ 5 
[() ۲۰ ۱۲۰ (۷) 4۰" ۵۰ مكديع سے こり‏ ۸۷۶ 


۱ 7 
ひめ ۱‏ ° ے ۸۸×۲۸( ے 


۱ هي ۱1۰ 


1 
® 
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°۳۰ )۲( °۸۰ )( 
- )۷( ۳۲۰۰ Q①) 


٩ ۲۷۰ )4( 
۸۷۰ -)۸( ۷۰ 


o 


| 
٩۲۵2۳0۵ 0) |‏ سے و ے 9 ×۶ ے 5۵ے 2۳ 
A ۸۰ |‏ & 
ا۷١“ ٩۸۰‏ ے رک ے 07ے RN‏ 
| ۱۸۰ ۱۸۰ 
۹۰-۱١‏ سے ہے ۵ ×کے أ دوم 
۸۰ ۸۰ 
6 متروك 
۹۰-٣٣ + ۲۷۰ <  ۵0۷(‏ 
7۲*٩۰ _ 7<* の‏ 1 


(= ۱۰۸۰ + ۷۰ -= 6(A) 


7۷ TX. ے‎ ×× ٢۶ ے‎ 


1 ۸۰ ۸۰ 


ارم ° () ۰ ۱۵۰۲۰ (۲) °0 
|( ۱۵۰ ° )6( ۲۷۲۰ ° )1( 1۰۰ 
ال 

حساب الثلثات 11+ 0)0 
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۲۸۸ - = ۳۱۰۰-۷۲ = 0 )۱( 

٩۲۰۹ ۲4 7۲۰-2۳۰ ٩۱۵۰ ۲۰ ٩۰ =0 )6( 
٩ ۲۱۵ - < ۳۱۰-4۵ = ۲۱۰-4۰۵ = 6 )۲( 

(4) 0 = ۲۳۱۰-۱۵۰ ع - ۲۱۰ 

۵ متروك 


0 ۵ : أوجد القیاس الوجب لکلا من الزوایا 
السالبن الاتیت 


٩۰۰ 10 ٩۰-0 
۲۱۰ - (1) 


(۱) - ۷۲ 
(؛) - ۱۲۰ 


(فل 


* A= ۲۱۰ +۷۲ < ۵ )۱( 

* ۲۰ = ۱۰۸۰ +۸۷۰۰ = 0(1) 

(۲) ۵ < ۲۰ ۱۰۰ +2۲۳۰ ۲۰ ۲۰3 04( ° 
(؛) 6 < ۔ ۱۲۰ + 2۲۰ ۲۰ ٩‏ 

٩۱۰ “٢٢ + ۲۵۰- < ۵ )0( 

(1) بنفسك 


۸۷۰- )؟(‎ 
Yo・- )٥( 


عثال) 1 : آوجد زاویتین !حداهما قیاسها موجب 
والاخری قیاسها سالب مکافنتین لکل زاویۃ من 
الزوایا التی قیاسها 
Vo )۱(‏ 


٩۹۰ )4( 


(فل 

(۱) س = ۱۲۵ 

الزاویۃ الموجبة التی تکافٹھا = ۱۲۵ + ۲۱۰ = 4۹۵ 
الزاویۃ السالبۃ التی تکافٹھا = ۲۱۰-۱۲۵ = - ۲۲۵ 


٩۱۷۹ 7۲1 )۲( 
1 


۲۵ - )۲( 
ーー (ه)‎ 


(0) س = - ۲۵ 
الزاویۃ الوجبۃ التی تکافٹھا = -0؟ + ٣٦٢‏ = ۲۲۵ 
الزاویۃ السالبۃ التی تكافئها = ے٥) YAo- = ミー‏ 


٩۲۰ 2۷۲۰-۹۰ = ے0‎ ۹۰ = の (5 
(いい = の ۰. 

الزاوية الموجبة التی تکافٹھا = ۲۲۰ + ۲۱۰ = ۵۸۰ 
الزاویۃ السالبۃ التی تکافٹھا = ۲۱۰-۲۲۰ = - い‏ ) 


ee っ 
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T۱ 
ーー >٥ 
۳ (6) 1 
TY _ 78۱۱ اہم“ » 5 9 ہے‎ 
73 = 71 + الزاوية الوجبۃ التی تكافئه ر‎ ۱ 


| )6 1۵ 
۱ الزاویۃ السالبة التی تکافتها < ーー = ーー‏ 


| (1) بنفسك 
I‏ 


| أمثال ۷ : اوجد القياس الستینی والدائری للزاويت 
| |المركزية التی تحصر قوسا طوله ل فى داثرة طول 
| انصف قطرها نق إذا كان : 
|| (1)ل ۱۲ سم > نق<۱۰ سم 
ا|(۲) ۱4<۵سم ء نق< ۷ سم 
| ۲۵م نق <۸سم 


)ل = هراسم ء نق= وسم 


ا ال 
| )( 5= ك 
۱ 3 


0ے 6 ۸۰x‏ ے ۱۸۱ ۱۱۷ ے 


= ニュ 79 سے‎ 


۱ حه 0 25170001 
| 1 7 
۱ 
۲ )(2= لك ے وه - ےم 
۱ دی ۷ 
o‏ ۰ ۰ 
اس 0 0او 0> 09 
| 7 1 
a ٩ - 00 |‏ آ كان 
۱ دق ۸ % 
۱ 9 ۰ 
| حه 0 = 2 سو؛؟ 
۱ 
| (4) بنفسك 
۱ 
۱ 


| زاوي مركزية قياسها 0 وطول القوس الحصورل إذا 
١‏ أكان: 

| ے 1 ۳ 

| )90 د > ل <۲۰ سم 

の (|I‏ ۱۵۰۶ ۰ ل ۲02 سم 

۲(|۲) 2*۵ هرا *۰ 2۵ ۲۵ سم 


ای 
۱ [(4) 0 ۰۱۲۰۶ ل ۲2 سم 


(۲) ۰۰ ۶0 = 9 ولکن 6 = ۱۵۰ 
نوہ 


1 人 
Yo ۵ 
- = 8٦ م - 9 ع‎ 
ذق 1 ذق‎ 
い ۵ 5 
سم‎ ۹,۵۵ ニー = ニュ = = لق‎ = 
1 TO 


مثال ٩‏ : أوجد لأقرب جزء من عشرة طول القوس من 


الداثرة التی طول نصف 000000 ضط 
مرکزین قياسها6 عندما 


(۱) نق >ه,؟ اسم » نق12وا * 
(؟) نق<۲۰ سم ۰ ٩۲,420‏ 
(۲) نق > ۱۵ سم ۰ سے 1۰ 
(4) نق ۲٠٣‏ سم »س ۲۰-2 ° 


(؟) س = 1 9 
.0 5 = 4 1 
سول < ؟ × نق 
.ل = ۶ »وز - وم < رها سم 


(4) بنفسك 
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| 
ااسثال ۰ : أوجد محیط الداثر: ة انتى فيها قوس طوله 
| اسم ویقابل زاويت محیطیح قیاسها >٥‏ " 


! فل 


p 
SS | 
محیط الداثرة = ۲ 7 نق‎ | 
یجب ایجاد نصف قطرالداثرة ار‎ 


۱ 
۱ 
| ل 2 
۱ 
۱ 


,۰ = دق ولایجاد نق يجب أن یکون 


| معلوم‌لدینا ل 0۰ * حیث ٩6‏ 
| ھی القياس الدائرى للزاوية الركزية 
| قياس الزاویۃ الرکزیۃ - ضعف المحيطية 
| الشترکۃ معها فى نفس القوس 
حيث اننا نتعامل مع الزاوية الرکزية 
٩۰ < ) ×۲) = 0.‏ 


۲4 _۱1۲<*۲ .ٹم ے‎ ۱ 7 J 
ー ے لق = .بل هه‎ ー を 一 
7 7 ۲ دق‎ 


مثال ۱۲ : النسبت بین قیاسات زوایا شکل رباعی 
هی ۲:۲ :۵:۲ آوجد القیاس الدانری والستینی 
لهذه الزوایا 


(فل 


| 
۱ 

۱ 

۱ 

| 

۱ 

| 

۱ 

۱ 

| 

| 

۱ 

| 

۱ 

| 

۱ 

| 

| 

۱ 

| 

نفرض ان الزوایا هی على الترتیب ٠ب‏ »4 »و 
| ی (۱) :و (ب) (AV:‏ دی (و)<۲ :۲ :۵:۲ 
| وه (۱) = وه (ب+)< ال و(م)<ال 
! ن»()< هل 

| ولکن مجموع زوایا الشکل الریاعی = ۳۱۰ 
の‏ + ۲ ل + ۲ل + هل = ۲۱۰ 

< ۳۰ ۱ < | 

رر ہے و رو وی 

۱ وه (ب)< ال - ۲ ۰= 1۰ 

| ل(ه)-ال = بنفسك 

| (۶)=ەلك = بنفسك 

| حول الزوايا للقیاس الدائرى بنفسك 

| 

| 

| 

| 

1 
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سثال) ۱١‏ : زاویتان مجموعهما ٠٠١‏ ° والفرق‌بینهما 


1 = اوجد الزاویتا ن بالتقدیران الدائری والستینی 


の 


نفرض أن الزاویتان‌هما س » ص لذا فان : 


س +صت ۱۲۰ ۰ س ص = = ا = ٣٢‏ 


س + ص= ۱۲۰ 

Nam の‏ بالجمع 

اس = ص < ۸۰ ٩‏ 
بالتعویض فی س + ص< ۱۳۰ 
ے ۸۰ + ص = ۱۲۰ 

ص< ۰-۱۲۰ = ۵۰ ° 


١١ 0‏ : بنول یتذیذب خلال زاوی‌قیاسها الستینی ٩۱۳۵‏ 


صانعا قوسا من داثرة طوله ۲ اسم أوجد طول البندول 


طول البندول يمثله نصف قطر الدائرة نق 
الزاویۃ التی يتذبذب خلالها البندول هی 
الزاویۃ الرکزین 

س“ = ۱۳۹ ° بالتقدیرالستینی 

يجب تحویل الزاوي للتقدير الداثری : 

فض “ليله 


ON 

TY 9‏ ۱۲ 
نيم 3 
5 ۔_ ۸ےہ 
Rr‏ أي وت 
+ طول البندول = 6,١‏ 


= 606 


یسر یسر اتات ات ات اتات تت ات تت تت ات سید ی ی من ャ ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー‏ 
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(۲) بالتعویض فى دائرة الوحدة عن س ۰ ص ب جتا 0 
» جاه نجد أن: جتا"ه + جام = ۱ 


89 جتا' 6 - 1١‏ جا"۵ 38 ججا"م <۱- جتا"0 


ET Te 5‏ 
۱ 424 چھ چھ ۱ 
| الدوال المثلثية الأساسية ومقلوباتها ۱ 
| | 
أ الدوال الثلثیۃ هی دوال تربط بين أسواء كان قائما او حادا 
| او منفرجا ودراستنا هذا العام ستتركزعلى الدوال المثلثيت | 
۱ للزاویت الحادة فى الثلث القائم وهذه الدوال هي : ۱ 
۱ (۱) دالة جیب الزاوية جاه | 
| ويقابلها باللفت الإنکلیزیۃ sin‏ ۱ 
۱ | 
٢( .‏ دالة جيب التمام جنا ه هى دائرة طول نصف قطرها = الوحدة ومركزهذه الدائرة 
| ویقابلها باللغۃ الإنكليزيت 605 = 510 - 060 هونقطت الاصل لنظام احدائى متعامد فیکون الرحزهو | 
を る ۰‏ النقطتو = ( 5 ۰( ۱ 
① دالة ظل الزاوية ظاف ویکون الحورین هما الافتی س س والرأسى ص ع أىان : | 
۱ ویقابلها باللغم الانکلیزین tan‏ وب =و ( = ۱ وحدة طول ۱ 
| والدوال السابقة دوال أساسية ومقلوباتها : ومن هندسة الشکل نجد أن : ۱ 
!| دالة قاطع الزاوية قاد ۵ وب ھ قائم الزاویۃ فی م ۱ 
سی سے (وم)' >(ب ه) '+(وم)' ۱ 
| ويقابلها باللغن الانکليزین Sec‏ وباعتبار آن و م = س »به <ص »۰ وب 2< ۱ | 
| 5" دالة فاطع نمام الزاوية فتاه ۰ )0( - (の)‏ +(س)" o+ w=‏ =) 
- ویقابلها باللغۃ الانکليزین ۴ س جاص" = ۱ )۱( ۱ 
||(" دالة ظل نمام الزاوية ظتاه جام = 9 دص < = は‏ 9 - (۲) ۱ 
أ ویقابلها باللغةالإنكليزية  cot‏ 0 سد 0۱ ۱ 
| دا ۰ ۱ 

ظاه - ل طاو ب 

| سے جا | دنا |= 0 7 حي 7 0 )+( | 

| ۹مم چھ 0 ۱ 

| جتا و = !ل سے جا م ×قا = فوانين داثرة الوحدة : | 

| قا ود イー‏ | 

2 = ー EE GE 

| ظتا! آق س = جتا 6 | 

! أعلاقة الدوال المثلية بالمثلت القانم 

る (人 ۰ < ۱‏ ۰ جه ه 50 < 3 ۱ 
اكان ١‏ بم ۸ قائم الزا ب فا | 

7 7 ۳4 یت ی )١‏ نجد أن س + ص لا تتعدى القيمت (١‏ نصف قطر ) | 

الى ليت م مس سس بت ثرة الوحدة ) ولاتقل عن -۱ أى أن | 

1 سے اج یہ آلؤ۔١<‏ س‌<۱ اء -۱< ص <۱ ۱ 

9 د کا ہہ ہے .۰ -۱< رر <۱ | 

جتا |= المجاور لم 5 وب | 

| وتر لمتلث (ج (۲) إذاكانتب ( س ۰ص ) هی نقطت تقاطع الضلع ا 

49 النهائی للزاويي 2 مع دائرة الوحدة فانه یمکن التعبر | 

| ) の に ・9 に > ( = と ے ۳ ۳۳ عنها بالنقطم‎ 

المجاور لم | 

| 

| 

| 

| 

1 
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[اشارات الدوال المثلثية 
۱ 


| بفرض أن < ١‏ و ب زاوي موجهد فی الوضع القیاسی 


| وكانتب ( س ص ) هی نقطت تقاطع الضلع 
| النهائی لهذه الزاويي مع دائر: 
ag ۱‏ 


| ویکون س ٠>‏ تی کے 
| أىان س٣ص‏ موجبتين 

بیو سعت لمثلثيي موجبي 
| (6) اذاکانت ٥‏ د ] 1۶۰۴ 
| 


| ویکون س <۰ ۰ص > ۰ 
| أى أن س سالبت دص موجبة 
فیکون جا ومعحکوستها قتا 
| فقط موجبة فی الربع الثانی 


| 
!|( إذاكانت ۵ د ٨]‏ بی 


| تکون النقطۃ ب فى الریع الثالث 
1 ویکون س <۰ »ص < ۰ 
۱ ای أن as‏ 


أ فقط e‏ الثالث 


|(؛) إذاكانت ۵ د ۱ء 1 


۱ تکون النقطة ب فى الریع الرابع 
| ویکون س > ۰ »ص < ۰ 

۱ | أى أن س موجبة وص سالبنٌ 

NC جا وی ےو تھا ی (س»‎ Ga ٠١ 
فقظ موجية ف ااب‎ 


إشارات الدوال المثلثية ., 


5الوحدة وأن قیاسها 6 لذا 


| تکون النقطئ ب و ※ ) (oz・ の‏ 
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عثال ۱ : آبحث إشارة القيم الاتيت 


(۱) جتا ۲۵۰ (۲) ظا ۱۰۰ (۲) قا ۲1۵ 


(1) جا (a)‏ )6( قتا ۱۳۰۰ ست 


(۹) قا( °“ 


(۷) جا د 


ひめ 

(۱) جتا ۲۵۰ ے ۲۷۰ < ۲۵۰< ۲۱۰ 

الزاوية فى الریع الرابع جتا فى الریع الرابع موجبه 
جتا ۲۵۰< + 


(۸) قتا "^ 


(؟) ظا ۱۰۰ سے ۹۰ < ۱۰۰ < ۱۸۱ 
الزاویت فی الریع الثانی طا فی الریم الثانی سالبت 
۶ 9 ۰<- 


lo )۲(‏ ے ۱۸۰< ۲1۵ < ۲۷۰ 
الزاوية فى الریع الثالث ‏ قا فى الریع الثالث سالبة 
لأنها معكوسة جا ۰ ق۲1۵1 = - 


٩ ۱۹۵ - 51١8+ ۱1۵ - = سے س‎ (016 -) は (9 り 
الز اوية تقع فی الربع الثالث‎ 
)۱1۵ جا فى الربع الثالث سالبه ۰.۰ جا(-‎ 


(ه) قتا ۱۲۰۰ ے ۵ = ۱۰۸۰-۱۲۰۰ ۱۲۰ 
الزاوية تقع فى الربع الثانی 
قتا فى الربع الثانى موجبة لأنهها معكوسة جا 


.قتا ۰ ۱۱۰ سس 
الزاوية محورية لا تقع فى ای ريع لذا فان ظتا ۲۷۰ غير 
۵ ۰ ۱۸ 


(۷) جا ^ سے و < ”= 


الزاویۃ تقع فى الربع الثالث 
جا فی الریع الثالثسالیۃ سے .جا )۲٥‏ = - 


۲۲۵ = 


۸ بنفسك 
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| أمثال ؟ : إذا کانت 0 هی قياس زاون موجه فى جا = ص = ۔ ٠‏ ع 4_4 


۱ 
ーーー = ٠,1 = جتا ۵ = س‎ 3 


| الوضع القیاسی ۰ ب نقطت تقاطع ضلعها النهائی مع 
| أدائرة الوحدة آوجد جمیع الدوال المثلثية للزاویین 0 


| آفی الحالات الاتيت ظا = کج 
| 
| ھت 

1 سو ۸-۰ 3 
۱ بے جا( = 1 3 جتام = ¢ ظام = -4 
CH‏ كص ٢ 0 ۵ > の >  )‏ 
ٰ ۲ ۲ ۳ قتا م < ° ¢ قا - ٩‏ ¢ ظتام = _ ۲ 
Ce‏ ۰ ء << ۱ ۲ 


۱ [() ب (-۰۱ص ) 


ヽ く 9・ (9:9-) と (1 


() پ(۔ (oe‏ 2< <م 


آلزاوین تنحصربين ۰۹۰ ۱۸۰ لذافان 


۱ 
۱ 0 الزاوية 6 تقع فی الریع الثانى 
+ ص > ۱ 
۱ ・ الراوية 6 فى الریم الاول بیو ی 
۱ و rt‏ ے e+‏ - ۱ 
| ومن داثرة الوحدة 0 
دمر 2 に で ーー ンー‏ 
e+ (1) |‏ =1 = ہے | تا 
eel‏ ¢ 
۱ صا = ۱- ۰,۲۱ = ۰,14 ولکن الزاوية فى الربع الثانى لذا فان ص موجبہ 
اص = ۰,1٤‏ = ± ۰,۸ ولکن ص > ۰ ص = 
۱ ۰ 
1 .ص و 9 نا ١‏ دحتام = ۷ 
۱ .ص <جا(-۸,. ۰ س ع<جتا 0 = ١,1‏ ا کپ وس 
| ن : ظا EV bh‏ 
۱ جا = a‏ سم قتامم- ° 7 ١ ١‏ 
۰ ۵ 3 فیکون 
اجتاهوء 5-1 ١ ۲ 。 a‏ 
جنا 6 = の りき < 一‏ جام =- ۰ جتا م = لل 6 6 نے 
۱ 0 0 ۱ 5 ۲ ۷ 
ارچ TE‏ ہچ رد قتا و = , قاوع  づつ‏ . ظتاه < ۳۳۱۸ 
۱ ۲۷ 


‘> ص‎ 5 ・ く の ه٠.>)سء)٠١,8-ءس(ب)؟(إ١ا‎ 


| 
۱ تکون 0 فى الریع الرابع 
| من قانون داثرة الوحدة 


(4) ب (۲۱۲۰۲۹) ۰ پر << FT‏ 


الزاویت تتحصربين ۲۷۰۰۱۸۰ 


ا لذا فان الزاویۃ 6 تقع فى الریع الثالث 

| 5 ۲ ومن قانون دائرة الوحدة نجد أن : 

اس + ) -۰,۸) = ۱ の‏ + ص = ۱ 

・Y1 = 6 1 2‏ اس ۳ EE‏ ۹( 
وچ یت سم ۸۱ ۱-۱۱١١‏ ے ٴ٢))‏ 2۲۱ ۱ ۱ 

| کس سے 1۷ دیا 

۱ ولکن س > ۰ ٣ث‏ 
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و سے اه = ۱ 
ام سو (فل 


1 27 
| ولکن س = 1 م واشارتها نعتمد على اشارة ۲ 4)۱ د ]۰۰ ۳ 3 جتا 6 = ۰,1 


۱ وإشارة س فى الربع الثالث سالبة لذا لابد أن تكون ١‏ الزاویہ تقع فى الريع آلاول . . س) 
ا سالبت یر سط لأنها تتحصربین ٩۰۰۰‏ 
۵ جتا 6 = س = ۰,۱ 
| .ص = ۲۲× د کا = = جا( “. النقطتب = (۰۰,1ص ) 
۱ 500 ومن دائرة الوحدة 
نے = = = == 
س の 58 0 ۱۵ 55 ۲٩‏ + ص" = い 1) ーー 一 ١‏ ( + ص > ۱ 
۱ ا = ظا ۴ + ص آک۱ طن ١=‏ اله دفن 
۲ ڪون = 24 ۰ ٩‏ > ۰ 
ー‏ ن ・ ص ۷۸ء" +1 ولکن ص) 
ta‏ « كا تن ` ۳ ظام - 5 ص 2 و" 
٥ °‏ ۳ .ص = جا 6 = ,۰ ¢ س = جتا م = ,۰ 
اقتا =- + قاق <- 2 ء ظتاه = ۲ فيڪون 

4 ۳ ٤ 
> - 8جام- ۸ ۔! حه قتام‎ 
| 
| 


(۵) + (-۱ء ص ) ھ 


لنقطءب مسقطها آسینی = ١‏ لذا فان الزاوية6 لاتقع | 8 جتاه = - ーー‏ حوقام - ع 
| فى ای ريع لأنها زاويت‌ريعيت ( محوریۃ ) ق ظا و ا _ ۰,۸ ٤‏ سے ظتام - ۲ 
أ من قانون داثرة الوحدة سے س + ص١١‏ سک کے t‏ 
| (-۲)۱ + ص ٠<‏ حه e+\‏ '=\ = 
١-١ = 1‏ = صفر =< ص = صفر )( 9 3 7[ الزاوية تقع فى الريع الثانی 
اق سے۔۱*>جا,ؤ ص - ٠‏ - جام ظا ے _ ۳ صا 

٤ ۳‏ 
و مم ۰ س = -)ل = 
| فيكون : من دائرة الوحدة : 
,جا( < ۰ ۰ جتام۵<-۱ ظا0 = صفر の‏ + صا = ١‏ س (K)+ (Yi-)‏ = 
| قتا = خیرمعرف قا<-۱ ظتاه غيرمعرف | + ولا ۱ ےہ )لے سے لا 1 
۵ 
・<9・(9・9-)eO 1‏ بنفسك < の‏ = ا ديا ۱ 
0{ 9 


YOM‏ : اوجد جميع الدوال الثلثیۃ للزاوي6 فى | ولكن الزاویۃ فی الریع الثانى 
| 

| أكلا من الحالات الاتيٌ والسقط السینی سالب س  -‏ الك … の‏ = 
۱ 3 
(0ı‏ ا 08 جتا6 = [,ه + جتاه = س = ۔ )ل = ۔ x‏ 

NE 1 7 

۲ = («۲ ضری .جاه = ص = إل‎ 17۰ U 
د] ^ یا ہے اوجد باقى الدوال المثلثية‎ ۵00۲ 


o 7۱ 1‏ 
の (%‏ اف فا << - 1 
,|(۵)۶ د ]7۲ ۰ 3 لت 


1 ۱ 
» جا ع ` 
۵0۰((۱ داع ٣7ء‏ جا6 
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۱ 

۱ 

- سل<‎ で 一 ١ = جتاه‎ . ١ 

۲ ۲ 1 

الزاوية تقع فى الریع الرابع 

۱ 
| لأنها تتحصریین いい‏ ۲۱۰ ومن قانون داثرة الوحدة 
نجد آن : 

一 ۱< C+ の‏ < ) )ومنت 
۱ 
| ۱ اٹ 
۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 
| 

| 

3 | 

۱ 

۱ 

۱ 


وحیث أن الزاویۃ فى الریع الرابع نجد أن ص = 


)٤(‏ ۰ )0( متروك للطالب 
۱ 


| أمثال ٤‏ : إذاكانت 6 د ]* +٠‏ [ ۰ جام = * 


۱ = فیمہ : 
ظتا۵- قتام 


قتا 0 ظا 
ظطا 6۵۱8-۵0 


(؟) جتا 6 - 


| 

ひめ) ! 

۱ 

| الزاوية تنحصربین ۰۹۰ ۱۸۰ 
| لذا قانها نع فى الربع الثانی 


ب (س؛ ۔١)‏ 
to‏ 


| ومن قانون داثرة الوحدة : 
| 
اس + ص - ١‏ سے س +( 


)اھ 


ا سب سا سه = ۳ 6۵ - ۷ے ٩٩‏ 


1 1۵ 1۵ ۱ 
۷ 1 ۲ 

۳ نی دس ا سے ۲ 

f 0 ۴ کے‎ 1e س‎ 

۱ ولکن الزاوية فى الریع الثانى لذافإن س < ٠‏ ( سالبة) 

1 .س < - 1 

٥ س‎ ۱ 

۲  < جتاه < - ۲ ¢ ظاه‎ この は 

0 ۵ 

۱ 

イー ニク kh 3 ۲ = اقتاه - ۲ قاه‎ 

۳ ۲ | 

| 
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)0 ظتا0- قتا6 E‏ 55 
اقا برح 
۷ ۷ 
۲ 1 
گے لے ۷×٤‏ ے جع 
١ ۷‏ ۱ ۲ 
0( )0( 
)(( جتا0 -قتاه ظام = 1 پر گے 
۵ ۲ ۷ 
د ۷۷×۷ ٥٥٢٢+‏ ے —44+ 10 _ اله 
Vx fo‏ ۱۷۵ ۱۷۵ 
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الدوال المثلثية لبعض الزوایا الخاصة هی ب = (۱۰۰) = (س + ص) = (جا » جتاو ) 
۱ لذا فان : 
| الزوایا الخاصة : جا ٩۰‏ > ۱ جتا ۹۰ = ۰ ظا ۹۰ < غیر معرف 
| هى تلك الزوایا الحوریۃ رالریعیت وتلك الزوايا التى أ ーー ター ドド ٠۹‏ 
| لها قيم معروفت مع جميع الدوال المثلثيض (؟)إذا کن الضاع النهائى لدائرة الوحدة 
| فالزوايا الحديئهى ( 6-5 ۹۰ 6 ۱۸۰ ۰ ۲۷۰ 6 {いい‏ عه ٠‏ الا و 
| والزوايا الخاصت هی ( ۰ 4۵ ۰ 1۰ ) چمچ قط 7 

۰ ۰ جم oes‏ مه ۰ تكون ویہ 2 
| وحذ لك کل زاوین تنتج من حاصل جمع اوطرح LN E‏ 
| الزوايا المحورية والزوايا الخاصن فھی ايضا زاویۃ 2 وس مسست می سد عت شف 
أ خاصت أوزاويت مشهورة ولكن قیمها مع الدوال للزاوية 0 ۱ 
| المثلثي سنتطرق له فى الدرس القادم هی ب = (-۰۰۱) = ( س ص) = (جاو . جتا6 ) 
| فما هی قیمت النس الثلثیۃ لهذه الزوایا الحوريت لذا فان : 
| والخاصت جا ٠-۱۸۰‏ جتا ۱-2۱۸۰ ظا 2۱۸۰ ۰ 
| وللإجابت على هذا السوال تتبع ما يأتى : قتا ۱۸۰ =غیرمعرف قا ۱-۱۸۰ ظتا2۱۸۰ غیرمعرف 
| ・ 
| أولا الزوایا المحورية ( الربعیة) )٤(‏ إذا كن الضلع النهانی لدائرة الوحدة 
| 0.0880 
| بفرض أن الضلع النهائى ٹلزاویخ 0 تقاطع مع دائرة يقطعها فی النقطن ه 
أ الوحدة فى النقاط ل › ۲ ٠ه‏ »ی وهی نفسهانقاط | (۱) تکون الزاوية 0 = ۲۷۰ 
| تقاطع دائرة الوحدة مع المحاور (۲) تكون نقطة تقاطع دائرة الوحدة مع الضلع النهائی 
۱ 7 للزاویۃ ۵ 
| هی ب = (۰۰ -۱) = ( س ›ص) = (جاو ‏ جتا و ) 
۱ لذا فان : 
| جا ۲۷۰ ۱ جتا ۲۷۰ = ٠‏ گا ۷ شین 
۱ قتا ۱-۲۷۰ ق۲۷۰۱ غیرمعرف ظتا۲۷۰< ۰ 
| 
ملخص نا سبق 
| 
| (۱) إذااكن الضلع النهاتی لدائرة الوحدة 7" 
し ۱‏ فى النقطح ل 
| (۱) تحکون الزاويت 0 = صفر 
| (۲) تکون نقطة تقاطع داثرة الوحدة مع هذا الضلع 
| النهائى هی حور س يمثل جتا لذا فان 
00.2 = ( سءص ) = (جتا0 :جا 0 ) | ائ الدال‌جتامع زوایا الحورس ( ۳۱۰۰۱۸۰۰۰ ) 
سی ناتجها ١‏ أو - ۱ حسب موقع الزاویۃ فی الجزء الوجب‌ا 
اجا ٠<‏ اہ کات 0 و ب موقع الزاویۃ فى الجزء الموجب او 
أقتاء = غير ف قا ۰ = ۱ ظثا 8 2 .2 ف 0 
ډرمعر عد の‏ | ا الدالمّ جتا مع زوايا المحورص ( ۲۷۰۰۹۰ ) ناتجها 
)(١‏ إذا كن الضلع النهائى لدائرة الوحدة صفر 
۷ 0 الحورس يمثل جا نذا فان : 
| (۲) تکون نقطة تقاطع داثرة الوحدة مع الضلع النهائى | ١‏ أد -۱ حسب موقع الزاویۃ فى الجزء الوجب او السالب 
| للزاوية6 آ5 الدالۃ جا مع زوایا الحور س ( ۰۰ ۰۱۸۰ ۳1۰) ناتجها 
۱ صفر 
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al‏ ظا 


١‏ 7 ام الزاويتين ۰ قيمتها غير معرفت 


۱ 
| جتا ٩٠‏ = چا ۰ < قتا ۱۸۰ = قا ۲۷۰ = 
| ظا ۹۰ = ظا ۰= جتا ۰ = جتا ۱۸۰ = 

قا ۰ = قا ۰= =Y・G‏ ظا ۲۱۰ < 


۱ 
۱ 
۱ 
| أثانيا الزوایا الخاصة ۰۲۰۱ to‏ 1۰۰ ) 
۱ 
| درسنا فیما سبق الثلث الثلاثيني الستيني وهو مثلث قائم 
| به زاویتان حادتان احداهما قیاسها ۲۰ والاخري قیاسها 
| 7۰ کمادرسنا النتانج الاتيت 
۱ 
5 5 ار a ê‏ 
1 © ااضلع المقابل للزاوية ١‏ - م الوتر 
أ 6 الضعع القابل للزاويت -] الوتر × ۲۷ 
۱ 
١‏ مثال : ( ب ھ ۵ قائم الزاویۃ فی ب ؛ 
| وه( ۱) = ۳ ¢ وه (<م )= 83 
| وکان | < اسم أوجد |ب »ب م 
| وكذلك جمیع الدوال الثلئین للزاویتین ( › + 
ひ )」‏ 
۱ 


توت 8 


TV mL 
۲۰ الدوال الشلثية للزاوية‎ ١ 

١ _ المقابل‎ 

حا( <جا ۲۷۰ << | 

rm ٩ اہ‎ 
المجا‎ 

| 6 جتا >١‏ جا === 


۱ الوٹر て‏ 
المقابل ۱ 
ا ظا ۱ = ظا ۲۰ = 三‏ ے 
51 ! المجاور م۲۷ 
| الدوال الثلثیۃ للزاوية 1۰ 
۱ 1 
المقابل 
I‏ جام = جا ー_ = =٦‏ 
رھ الوتر ۲ 
لمجا 
| © جتام = جتا .. = 
الوتر ۲ 
ظام = ظا ١٦ے‏ شاد ے ۲۷ 
| = ۰ = کے 
9 5 1 المجاور ۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
I‏ 
۳ = = 
حساب الثلثات 


م8 
ご っ に ラー 78‏ = 
وبالتمعن فی المثلث القائم التساوي الساقین نجد ان وتر وتر | 
هذا ال مثلث = ۲ احد الساقين | 
| 

| » ب ۵ قائم الزاویۃ فی ب‎ ١ : Ob 
| 

مب <بم وان ( ب = اسم أوجد م | 
وكذلك جمیع الدوال الثلثیۃ للزاویتین ۰۱ م ۱ 
7 ۱ 
تچ سم ی ۱ 
۰ و (< )= وه (<ح) < 4۵ ۳ | 
۱ < ۱ 

وم چو ہیں اچ 5 جر | 
| 

ب 3 ب 1 

الدوال المثلثية للزاويت ٤؛‏ ۳ 
المقابل ۱ 

8 جا ١‏ ح جا ه؛ << | 
الوتر | 

المجا ۱ 

© جتا ( <جتا ه؛ = = = | 
الوتر ۱ 

المقابل ۱ ۱ 

3 ظا م 0 ہے جج ۱ ۱ 
والزاویۃ ‏ لها نفس قيم < | لانهما متساویتا ۱ 
لذا نجمع النسب الثلثیۃ للزوایا الخاصت فی هذا الجدول ۱ 
| 

| 

| 

۱ 

| 

| 

۱ 
| 1 

| 3۳ ۱ 

ظا = 

) YY 
۱ 

| شلش للزوانا‎ ۰ ۳ ・ る 
||  اياوزلل سثال ۱ : اوجد قیم جمیع الزوايا المثلثية‎ 
| : الاتین‎ 
| (؛)صفر‎ 1۰00 0) ۳( 
۱ ۳۲ )( 0 0 や (6) 
۱ 

۱ ひめ 
| ٠١ الزاويت‎ )۱( 
| 

جا 2-۳۰ ! جنا 2۲ ۲۷ ظا ۰ ل | 
۲ ۲ | 

قتا ۲۰ = قا ۲۰ = ظتا کھ_۔ 
| 

| 
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ee _ 

| (۲) الزاويت to‏ )6( جتا ۹۰ قتا ۲۰+ قا' ٤٥‏ جا۲۰- جتا ۲۷۰ جا ۱۸۰ 
۲ ۱ 

اجاو؛- ل جتا 4 __ ظا ه؛ = ۱ < ۰ ۲۱ + ) (いい‏ کے كام 

1 *V *V 

| قتا ه؛ = قا 4۵ = ظتا 40 = E‏ 

| 

| (۲) الزاويج 1۰ بنفسك (1) ترريب 

ْ 4 جا جا ۹۰- جتاء قا 1۰+ ٥‏ ظا to‏ 

| ()) الزاويٌ صفر + ۱۰ جتاه؛' Ws‏ -ظا۲۰جا ۱۸۰ 


اقتا. = > ۲ قا ۰ = ۱ ظتا ۰ = > ۲ 
غير معرف غير معرف 
کت の‏ مشثال ؟ : اثبت صحت التطابقات الاتيت 
| )6( الزاوين ۹۰ (۱) ۲ جا ه؛ جتا ه؛ ظا ۵؛ = ۱ 


جا ۱-۹۱۱ = ظا ۹۰ = خیرمعرف || ()) قا ۳۲۰ظا 1۰ + قتا" 1۰ -ظا'ه؛ = ١‏ 
| قتا ٠-۹۰٣٦‏ قا ۹۰ <غیرمعرف ظتا ٩۰‏ < ۰ ۲ 


(ーー や) は )۲( ۱‏ -جتا 1۰ +جتاا ٤؛‏ = أ 
| باقی الزوایا بنفسك ۲ 
۱ 


(4) اجتا + جا "Us な‏ 0 تا کے 5 


اسثال ؟ : اوجد قیمۃ ما یاتی : 


|(۱) جتا ٠‏ +جتا ٩۰‏ + جتا ۰ + جتا ۲۷۰ + جتا ۳۷۰ 
| قا' 1۰ + جا ۹۰ 
GN‏ 7 ظائت - ظتا 7 جتا 7 

aT ۳ 1 


|(4) ۲ جا ۲۰ جتا 1۰ + ۲۷۸ جاه؛ جا ٩۰‏ (۱) ؟ جا ٤٥‏ جتا ٤؛‏ ظا 4٥‏ = ۱ 
۰(|۱) جتا ٠١‏ قتا ۲۰ +قا ٤‏ جا ۲۰- جتا ٩۷١‏ جا ۱۸ || 8 الايمن = ۲ جا ه؛جتا ه؛ ظا to‏ 
٤ )1(|'‏ جا۲۰جا ۹۰- جتاء قا 1۰+ وظاه؛ 


)6( جتا' ۲۰ ظتا' 1۰ ظا ما = ١‏ 


(1) قتا' ۲۰ ۔ظا' ٦٦-جا‏ ۲۷۰ 
= ؛ جتا (は) 人‏ 


لق 
۳ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
| چاه = ۰ ا ۰ = ۱ ظا ۰ = ه | 
۱ 
| 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 


۲ 
() ۲ جا ۲۰جتا +٦٦‏ ۲۷ جاه؛ جا ٩۰‏ 


الایمن = جا(۲۰-۲۰) - جتا 1۰ + جتاا ه٤‏ = 
= ۷۲( مہ yx x»‏ ے ) 
f‏ ۲ ۷ 


6 = جا ۲۰ - جتا 1۰ + جتا' ۵> 
١ ۱ ۱ =‏ ۲۸ ۱ 
+ ۱ ا را 7+ ہو = 
て て‏ ) =( يسر 


= <y て 


۱ 

۱ 

۱ ۱*۷ ×٢ - ۱ 
۱ ۲۷ ۷ ۱۸۰ ظا۲۰ جا‎ - (や は ۱۰جتاه؛"‎ + ۱ 

۱ 
BE ۱‏ = الايسر ۱ 
| لل ٢‏ | 
اہ ہو سی رہ موی تو شر وت ロニ ニニ ーー‏ 
١2 リ +・ キ (/- ) +・+/ = |‏ (۲) ۲ ج ۵٥‏ جنا 4۵ 0 > ۱ | 
۱ ۱ 
حدقا ۲۰ ظا ۰ قتاا ۰ ولا 
۲ ۲ 

)١( — )-( + ۲ ۱۸ = a = ¥ = | 0 = |‏ ۱ 
| اچ ) い‏ ( + ۱ ۱+۲ 2< صفر ۳ VY‏ | 
| (؟) قا ظا - ظتا۴ جتا* コー ニ +( ニ‏ اب ۱ 
١ ۳۳ |‏ ۲+ 0 | 
| -قا۲۰ظا -٠٦‏ ظتا ٠٦‏ جتا ۲۰ درس سے ۳12 | 
۱ ۱ 
Vx = |‏ ال ہو ۶اا ےی لے ۶ انۓ؟ ۱ 
۱ م۲۷ ۷ ۲ ۲ 5 ٢‏ |( ق۲۰۱ ظا .1+ قتاا .1 - ظاا ه؛ = ۲ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
| | 


حساب المثلثات لوبیتال فی الریاضیات 


Waled_elgarhy 
0291 
۲ 1 ۲ 


٩۰ ۔-ؤجا‎ WS NH 
۱۰۱-۲) ۳۷( + ۲) (۲+ ۲)۲( د‎ 
(YY) 5ت‎ に ) 


++ = )-۲ < + (۲+ x= 


دی وی * +) ظا 2 - )جات 
4 ۳ ۲ 


= ا + ی ۳ سل 


(1) قتا" ۲۰ -ظاا -٦٦‏ جا ۲۷۰ 
حقا' 4٥‏ جتا ۱۸۰ جا ۲۷۰ 


قتا ۲۰ ظا ۰- جا ۲۷۰ 


و - (۲۷ )۲ - (-۱) 


۲ 2 ۲-4 2۱+ ۲۰ 


2 الایسر: 
اقا" to‏ جتا ۱۸۰ جا ۲۷۰ ۲۷ ۲ ۱-۱-۷ ۲ 
| یساوی الایسر 
۱ 
| ترریبات 
| (۱) ۲ جتاا 4٥‏ - ۱ = ۲-۱ جا" >٥‏ 
۲ظ ا. ۳ 
۲ ظا ۰ کی رت تج E‏ 
١ ( )‏ ظا ۳۰ 


(۳) جا 21۰ ۲ جا ۲۰ جتا ۲۰ 


Www.lopital.net 
: أوجد قیمۃٴس التی تحقق‎ : ٤ سثال‎ 


)١(‏ سجا' 2 ere‏ جا" 


7 جتا‎ ー ほ の 


ظاا 7 حا ۴×٢‏ 
ギヤ‏ ف 
< ظا" ×٦‏ جا ۲۷۰ 


س × ( )۲ -۸< (۲)۲۷*-۸ 


۱ 


س × جا' ٤٥‏ × جتا ۱۸۰ 


سے ةد وت ۰ س = ۲۲۲ < 1 
ترریب 
() س‌جا ‏ * جتا * 5 ظا ۓ ظاا ۴ Tk‏ 


۲ 4 ۲ 


مثال ۵ : إذاكانت س د [۴۰۰] اوجد قيمت س 
التی تحقق مایلی: 

(۱) جا سن < جا ۲۰ جتا 1۰ +جتا ۲۰جا 1۰ 

(۲) ظا س 


= وجا' ‏ +۸ جتا؟ ۶ 
1 ۳ 


جاه چاه 


(۲) جتاس < - - 


جا.۰٩‏ جاه 2 


لوبیتال فی الریاضیات 


"0, 


本 


| الدوال المثلثيت سس عن باقی الدوال 
۱ المسترسلي فلها خواص مشترکہ وحل دالہ لها 

| | خواص منفردة وبعض هذه الخواص نسردها فیما یلی 
| 

| (۱) الدوال المثلثيت جمیعها دوال دورن ودورتها 7۳۲ 

1 تکون دورية |ذا كانت ۶ (س) = و (س + ه ) 

| وتکون دورتها = ه ولذلك فان الدوال امثلثیۃ دوال 

۱ دوریه لأن على سبیل الثال يكون جا 0< جا( 0 + 7۲) 
| لذا فان الدوال الثلثیۃ جمیعها دوال دورية ودورتها ۲ 7 

| 

| )( مدی‌الدالتین‌جام ,جتام =]- いい‏ 

| ای انه بالنسبت للدالتین جا » جتا لا یمکن أن تتعد 

| قیمة كلا منهما عن ۱ ولایمکن أن تقل عن - ۱ آما 

| باقی الدوال الثلثیۃ فلا ینطبق علیها ذلك 


1 الزوایا السالبت للدوالجا »جتا ء ظا 

| من خصائص هذه الدوال التی سنتعرف علیها فى هذا 

1 الدرس آن 

| 8 جا )-9( --جام سے جا - 2۲۰ -جا ۲۰ 

| 2 جتا(-0) <جتاه سے جتا (-۲۰۰) = جنا ۲۰۰ 
| 8 ظا )-9( --ظام سے ظا - ۲۰ - ظا ۲۰ 

| 

| )6( الدالت العکسیت للدالۃ المثلثيت 

| ذاکان جا( = م ه و = جا ' ۳ 

| ومعنى ذلك انه وبإعتبار 6 الزاوية محل الدراسة وأن ۲ 

| قیمہۃ جيب هذه الزاوييّ 

| فان مهمة الدالت الثلثیۃ جا مع الزاوية6 هو إيجاد القيمة ۴ 
| أى أن إذا علمنا زاوية معینۃ فإننا نستطیح أن نوجد قيمة 
| جيبها اوجيب تمامها أوظلها فماذا إذا علمنا قیمۃ جيب 

| زاوية غير معلومۃ فهل نستطيع إيجاد هذه الزاویہ 

۱ | ولکی نستطيع ان نوجد هذه الزاوية لا بد ان یکون 

| لدینا دالة مثلثیة مكسية للجیب والتی تكون چا" 

| |ذا کانت جام = ! 
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قبل ی ف علی ہے المنتسبي نراجع سوب 


الزوایا الحورین‌هی ( ۰ء ۹۰ء ۰۲۷۰۰۱۸۰ ی 
ے ۰ ۰۵ 1{ 


ای تکون کالتالی 
۰ 2 ۹۰+ ۲۰ أو = 1۰-۱۸۰ 
٦٦ + ۱۸۰ = ۰‏ أو = ۲۰-۲۷۰ 
٥۵ء‏ 4۵-۳۱۰ أو = ۲۷۰ + 4۵ 
وهكذا واذا استخدمنا جمیع الزوایا اللحوریہ 
بالاضافہ اوبالطرح منها مع جمیع الد وال Vo Bd‏ 
سينتج ما یسمی بالزوایا المنتسبي 
نتسائل الان ! 
هل یمکن تحديد قیمۃ مثلا ل جا ۱۲۱ وما علاقتها 
بالقیمۃ جا ۲۰ は‏ 1۰ حیث أن 
۰ 2 - ٦٠ے‏ ۹۰+ ۲۰ 
كل ذلك سنتعرف عليه فیما یلی : 


خطوات ایجاد قيمة الروایا النتسبة 

(۱) زوایا الحور ص ( ۰۹۰ 22١‏ ) تغیر الدوال المثلثيت 
جا سے چتا › جتا سے جا 

قا سے قتا 6 قتا سے قا 

ظا سے ظتا ¢ ظتا سے ظا 

آما زوايا الحورس ۲ ۰۱۸۰۰۰ ۲۱۰ ) فلاتغيرالدوال 
المثلثيت 

(۲) کل ما تفعله الزاویتین ۹۰ء ۲۷۰ انها تغیر الدالي 
المثلثيت كما سبق ولكن تبقی على الزاوین 0 كما 
هی ولكن الاشارة للقيمي الجديدة حسب إشارة 
الدالت بموقع الزاويي كالتالى : 

の Ca = )6+ 4٠١ ( جا‎ 3 

تغيرت إلى جتا لأن ۹۰ زاویۃ تخیر الدالۃ الثلثیۃ 

واشارتها موجبۃ لأن ۹۰ +0 زاوية فى الربع الثانى و جا 
فى الريع الثانى موجبہ 

آق ظا ) ۵-۰ ) = - ظا( 

الدالت بقیت ظا كما هی لأن ۲۱۰ زاوین سينين لا 
تغیر الدالت المثلثيت ولکن الاشارة تغيرت لأن الزاويت 
٠‏ زاوي فى الريع الرایع وظا فى الريع الرابع 

いり し‏ وهكذا مع ای زاوي واى دالت مثلئیم 


لوبیتال فى الرياضيات 


لق 
۳ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
| 

| 
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۱(۲) جا(6+۹۰) 

| الزاوي ٩۰‏ +0 تقع فی الریع الثانى وجا فى الریع الثانی 
| موجیہ 

AS ۹۰ |‏ الداة الثلثیۃ جا ے جتا 

.» جا(۹۰+ھ) = جتا 0 


(۲) جتا( ۱۸۰+ 0) 

الزاويت 0+۱۸۰ تقع فی الریع الثالث 
وجتا فی الربع الثالث سالب 

۰ لا تغير الدوال الثلثیۃ 

۰ جتا( ۱۸۰+ 0) = -جتا 0 


(۲) قتا(۲۷۰ - 6) 

الزاوية ۲۷۰ - 0 تقع فی الریع الثالث 
وقتا فى الثالث سالبت 

۰ تغير الدالت الثلثیۃ قتا سه قا 

.قتا(۷۰0)-0) = - قا6 


1 (؛) جا(- -9( = جا(۳۱۰- 2( 

| الزاويت -0 أو 0-510 تقع فى الریع الرابع 
| وجا فی الریع الرابع سالیة 

او ٠‏ لاتغیر الدوال الثلثیۃ 

اه جا(-0) <جا(۰- 0) = -جاه 


)0 + や ظا(-‎ )۵( 

أ ظا(- 4۰+ 0) = ظا (- 0+4۰ +۳۰ )= ظا(۷۰)+0) 
الزاويت ۲۷۰ +0 فى الربع الرابع وظا فيه سالبۃ 

۰ تغير الدوال الثلثیۃ 

.. ظا(- 1١‏ + 0) = ظا(۷۰) +6) = - ظتا 6 


= ظا (0-9۰)) 
< - ظا(۹۰- 0) = - ظتا 0 


|أمثال ۱ : اوجد قیمۃ کلاممایاتی 


)۱۵۰ ظا(-‎ )۲( ts  ؟؛.اج‎ )1(|| 
TI ۰ 111۵ مب‎ TO ۰ 

1) جتا °^ 9 ظا ۳ 

a の 0 انب‎ 

اف 

| (۱) جا ۲4۰ 

اولا نحدد موقع الزاويت ٢٠٤‏ وهی فی الریع الثالث 

حساب الثلثات 


٢٠ے ٦٦-٣‏ 
۰ جتا ۰ = جتا ( ۲۱۰ - 
.*.جتا ۲۰۰ = جتا(۲۷۰ + ۲۰) = 
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ض8 = +A‏ 2۲0 ۲۰-۲۷۰ 
جا 160 تجا ( (A‏ = 
いも‏ = جاو خا جتا د كول 

(۲) جتا۵۷۰ 
الزاویۃ اکبرمن ۲۱۰ 
۰ 2 ۳۰-۵۷۰ 2 ۲۱۰ 
الزاوية تقع فى الریع الثالث 
۰ 2 ۲۰۲۱۸۰ ؛ ۲۰ 2 1۰-۲۷۰ 
» جتا١١)‏ = جتا( ۰ ۰ = ۲٢‏ = 3 
جتا۱۰) <جتا ( ۲۷۰ - 1۰) <- جا 1۰ ے۔ 2 
(۲) ظا(- ۱۵۰۰) 

حظا ) ۲٦۰+ ۱٥١‏ ) = ظا ۲۱۰ 
۰ 2 ۱۸۰ +۲۰ ۸ ۲۱۰ ص 1۰-۲۷۰ 


= )۲۰۱+۱۸۰( ظا‎ - いも 
= (いい ) .ظا ۲۱۰ = ظا‎ 


TO 4。‏ 
)٤‏ جتا - 
(؛) جاگ 


(۰ = 0 < 一 

٠ت‏ تقع فى الريع الرابح 

۲۰ + ۲۷۰ 2۲۰۰ ¢ 
ーー ( 


(۰) ۰ )1( تدریب 


مثا ؟ : |ذا کانته قياس زاوی حادة موجبت فى 
وت وتعين على دائر: 
ب( 3ء ص ) آوجد قيمي : 


3 الوحدة النقطت 


)١(‏ ظا(١0-1)+‏ قا(0-10) 
(۲)ظتا(۲۷۰ +6) - ظا( +1١0‏ 6) - جا )・ 人‏ )+9( 
(۲) جا( +1١0‏ 0) + جتا(١6١-‏ 2( 


اا تر ور ضر رت ا ير اس 


لوبیتال فى الرياضيات 
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أ لأى نقطن على دائرة الوحدة یکون )١(‏ جا(۱۸۰- 0) عجاه = 5 
| س + ص = | 9 
| ( )+ ص = ا (0) قا(۳۲۰- 0) = قاق <- * 
| 5 ) 8 8 3 
a = '‏ اے ١‏ ؟) جتا(- 0) = جتا 6 = - - 
اص ۱ 0۵ ۲۵ {o‏ ۳ 9 9 
اج ص = ا = سے (؛) ظا(ه ۱۸۰) = ظا( ۵0 ۲۱۰+۱۸۰ ) 


ظا(۱۸۰+ 9( -ظام < - 


)0 + جتا(0+۱۸۰) - ظنا(۲۷۰‎ )٥( 
-جتام - ( -ظام ) = - جتاه + ظا‎ = 
١ 125ا-هاد‎ 15-5 


-) 二 (  -( تح‎ 
٢ で 4 د 5 ه‎ (= ュー ジー ニニ ャ ー 


سثال ٤‏ : اوجد قيمت 


(١)جتا١؟١‏ + ظاه۲؟ +قتا۲۳۰ + جتا ۲۰) 


6 (۲) جتا۲۱.۰ جا ۵۱۰ - جا۲۳۰ جتا(۔ ۲۲۰) 
= -ظاه +ظاو + ー = の ほ + の は‏ الل 


= -ظاو -(- ظا ) -(- جا ) 


(۲) جا(۹۰+ھ) + جتا(۱۸۰۔ 0) (۱) نوجد ڪل نسب على حداها 

ح جتا 6 - جتا6 = صفر 3 جتا۱۲۰ = جتا(1۰-۱۸۰) = -جتا 1١‏ = - 
ظاه؟؟ = ظا( ۱۸۰ + ه؛)- ظا ه؛ = ١‏ 
قتا ۲۲۰ = قتا(۲۰-۳۱۰) = -قتا ۲-۳۰ 
جتا ۲۰؛ = جتا(۲۱۰۲۰) = جتا = 


I 
۱ 
I 
۱ 
۱ 
I 
۱ 
I 
۱ 
I 
)9+۱۸۰ ( ظتا(0۷۰ +) ظا(۹۰+و) - جا‎ )0(! 
I 
۱ 
۱ 
I 
۱ 
I 
۱ 
I 
۱ 
۱ 


'إسثال ٢‏ : لذا كان جتا و = - v=‏ 0 ۰ [ آوجد : 
۱(|۲) جا(6-۱۸۰) (۲) قا(6-۳۱۰) 


| (؟) جتا(۔و) )٤(‏ ظا(م- ۱۸۰) 

| (ه) )+9(- ظتا(0۷۰+) جتا ۱۲۰ + ظام؟؟ +قتا۳۲۰ + جتا 4۲۰ = 
۱ ۰ 5 تک رہ 
لفل ++(ہ) ب+ڑ داعا 
1 نقطة على دائر 8 الوحدة يكون 


(-ص) (۲) جتا١٠؟‏ جا ۵۱۰ - جا۲۲۰ جتا(- ۲۲۰) 


اس" + ص" = ۱ 7٦‏ 
) )' +ص" = ۱ 3 جتا ۲۱۰ = جتا( ۱۸۰ +۲۰ )= ۔ جتا = - : 
me |‏ ق جا١٠ه‏ = جا(۵۱۰- ۲۱۰ )= جا ۱۵۰ 
۳ = جا(۱۸۰ -۲۰) = جا ۲۰ = 
اه ص2۲ ۱ بت ۱ 
te ۵ ۱‏ و ۲۲۰8 -جا(۲۰-۳۰) <۔ جا ۲۰<- | 
١۹ =‏ = ۲ 
ا ام > 3 جتا(- ۲۲۰) = 
ای فى رم انی مر = جا(۳۰ -۲۰) = جا۲۰< で‏ 
i‏ 
سوج 0 جتا۲۱۰ جا ۵۱۰ - جا۲۲۰ جتا(- ۲۲۰) 
a‏ جتاه = ۶ ظا(  <‏ ؟ ے۔ پیا + )--( 。 YY‏ 
۱ 0 0 ۱ ۴ ۲ ۲ 
۱ 
| 


حساب الشلثات لوبیتال فی الریاضیات 
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(۱) اذا كان ( ۰ب زاویتین متتامتین فان : 

> ( = جتاب > ظا (م = ظتاب > قتا ( = قاب 
(؟) إذاكان سے جا | = جتاب فان : 

一‏ < بے +7۵ لاني د ص 


(۲) |ذا کان ے قتا( = قاب فان : 


一‏ < اجب < 2 +۲۵۲ ۷۲ن د ص 


(؛) إذاكان سے ظا م = ظتا ب فان : 


一‏ < اجب < > +7۵ لان د ص 


Vv‏ م * (ن +2) ×× ب ۶ نم 


سثال) ۵ : أوجد الحل العام لکلا من العادلات الاتيت 


| (۱) جاه6 =جتا 04 ()) ظا؟0 =ظتا ۵۲ 
| (۲) قا (۱-۵۲) = قتا (0۲ + )١‏ 


ا لفل 

| 

(۱) جاه6 =جتا :6 

ro パニ < 04 + 60 


3 0 2 +۲ و 7۲ 0 - 5-4 +۲ و7 


01 +۲ و7 0 =+ r‏ 
eV LT = 0‏ 
۱/۸ ۹ 
الحل العام - ( ^ + 595 ۰ بانج ) 


6۲ ظا ۵ = ظتا‎ )۱( 
1 دخ‎ 6۲ + ۲ 
r の + ニ ニ 0۲ - ۲ 8 050 + 2 0+8 


۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
T ے‎ 

TO + 0 


7)0 َ, , ٔ ۰ٔ 9۰ rO ہے‎ 
۵ ۳ 

الحل العام = ( ڕ 26 1 i r+‏ 
OG‏ ۵ : اوجد قيم س التی تحقق ما يأتى : 

(۱) قتا(س )]٥+‏ <قا(؟ س - )٠١‏ ۷ ۰<س < ٩۰‏ 
(۲) ظا(۰٩‏ + س )= ظتا(س - ۳۰) ۷ ۰ <س < ۱۸۰ 
(۲)جا( (に この‏ =جتا ( 0 ) ۷ ۰<س < ۰ 
الل 

(۱) 

ے قتا(س (o+‏ > قا(؟ س - ۱۰) 

٭. (س +۲۵ )+(۲ س -۱۰) = ۲+۹۰ 7۵ 

حاصل الجمع : 

(س + ۲۵ )+(۲ س -۱۰) = ۲+۹۰ و1 

٠١ = ۱۵ + ON‏ + ۲ و7۲ 

آق عندمان = ۰ کے ٢س ٩۰<۱۵+‏ سے آس<۰٩-‏ ۱۵ 
س < ۷۵ … み‏ = ۲۵ )۱( 

آق عندمان <۱ سے ٢س‏ + ۱۵ = ۹۰+ ۱۸۰۸ء ۲۷۰ 
س = ۲۷۰ - 1۵< ۲۵۵ 

س 2< ۲۵۵ … س حت ۸۵ )1( 

3 عندما ن = ۲ سے س + ١١‏ = ۹۰+ ۴1۰ = 4۵۰ 
ON‏ = 46۰ - ۱۵ = 1۲۵ 

س No=‏ س = t=‏ ولکنها مرفوضة 
لأنها لا تحقق ٠ に Ni ai $a‏ <س < ۹۰ 
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حاصل الطرح 
(س + ۲۵ )- (۲ س -۱۰) = ۲+۹۰ 7۲۵ 
س + ۲۵ - س + ٠١-٠١‏ + ۲ 7۲۵ 

- س + 0 = ۲+۹۰ و1۲ 


3 عندمان = ۰ سے ۔س += ٩۰‏ 

- س = ۲۵-۹۰ < ون ےس = - ۵۵ 

مرفوضة لأنها لا تحقق الشرط حیث ۰ <س < ٩۰‏ 
fo} = Ce‏ ۸۵۰ ) 


(۲) ظا(۰٩‏ + س)- ظتا(س - ۳۰) ۷ ۰<س < ۱۸۰ 
(O+)‏ > (س-۲۰) = TO +٩۰‏ 


ee ےت‎ 


لوبیتال فی الریاضیات 
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aa E E E LL a‏ ا 
! حاصل الجمع : خطوات حل المعادلة المثلثية : 
۱ رس سب بل et‏ (۱) اولايجب أن تكون الدالت فى الصورة 
GUS |‏ جام = م أو جتاه <م أو ظاو = م ۱ 
| ق عندمان< ۰ سے )س + 30 - ٩۰‏ واذا لم تکون فى هذه الصورة فانه يجب تحویلها لها 
۲۱ س < ۰ -・] 三‏ ۳۰ 
や = の TI‏ امن حو )0 (۲) تحدید الریعین اللذین تقع فيهما الدالت‌المثلثيت | 
۱ عن طریق قاعدة الاشارات | 
۲ 8 عندمان<۱ = + 21۱۰ ۹۰+ ۱۸۰ ۱ 
| يس = ۲۱۰۱ ...سن < ۰۵ 
۱ اس رجہ جات )6( نستخدمالزوایا ۰۰ ۳۰۰۱۸۰ ولانستخدم | 
らし ae 8 |‏ =( سے اس + 1۰ ٦٢+۹۰‏ الزوایا ۰٩۰‏ ۲۷۰ لأنها تغیر الدوال المثلثيت 
اه 20۰ ے اس < 2-1846 ۳۱۰ ۱ 
| ۰ س = ۲۱۰ .. سح ۱۵۵ س (۲) ویراعی الاتی فى حل العادله : ۱ 
ーー‏ | 
| ق عندمان ۲2 سے ٢س‏ + 21۰ ٠١‏ + اہ إذاکانت فی 4 اذاکانت‌فی 
| س + 21۰ 1۱۳۰ کے ۲ س = 21۰-1۲۰ ۵۷۰ 9 ها = 
| ۲ س = ۵۷۰ … س = ۲۸۵ الریع الاول = الریع الثانی = ۱ 
۱ ولکنها لا تحقق الشروط حیث ۰ < س < ۱۸۰ ۰ +0 0-۰ | 
A ۳۱۰ ۰۰‏ |[ 
ا |ذا كانت فى ۱ 
٩۰ > ۲‏ + ي۸ وهذا غیر صحیح ریاضیا 0-۰ ۰ + 6 
1م ح > (۱۵ ۰ ۱۰۵ ۰ ۱۵۵ ) ۱ 
۱ ۳ ۱ 
CT っ る ۳5‏ ہت 5 0 .ىا جه 
احل العادلات! ۴ مثال ۱: إذاكانت ظا ۱-١۸‏ آوجد قيم6 المکنت أا 
5 ۰ | 
| إذاكانت جا 0 = * فان يتطرق فى أذهاننا مباشرة أن ح2 2 اا2 | 
تا ۱ ۹ | 
O‏ یپ 0 الحادة = ظا" ۱ = 4۵ | 
| داتمامع الراويي 9390 ۱ ا عندما تكون فى الریع الاول 0 < ۰ + 1۵ - مغ 2 | 
| لذا فانه عندما تکون の は‏ = دح MM‏ 1 عنما تكون فی الرع الثالث 6 = ۱۸۰ + ئ؛ = ۲۲۵ ۱ 
| كيف جاءت الزاویخ ۱۵۰ : ۱ 
| جا دالت مثلثیۃ موجبة فی الریع الاول والثانی والزواییا | رء ۳ جح سس 
| جب نی والزوایا || Oy‏ ۷ : وجد مجموعة حل المعادلات المثلثية الاتية ۱ 
لحورین على الحور س هي ۰۰ ۱۸۰ 
ol‏ اق (۱) et‏ ۰-۲ ۷س د 70۰1 ] ۱ 
ا سیم التى تجعل < سے ME‏ (؟) ظااس - ل - ۰ ۷ س ھ [xt]‏ 
فيكون الحل العام للمعادلت 
| “< حا کے 2 هة ۰ ۱ 
| -۲۰-۲۰+۰ لأن جا موجبتۃ فی الريع الاول (۲) ( は‏ س -جاس - ۱ ۷س د [ ۲۰۰ 7 ] | 
۱ 2 2۲۰-۱۸۰ ۱۵۰ لأن جا موجبت فی الریع الثانی (:)؟ جاس يأ ۰۱۷٠٢‏ ؟ جتاس < ۰۱س د1 ۲0۰ > ] | 
6( قاس + ۲ جتاس = ۱ 
| 
| 
٤/7‏ بجتاا سس < ۲ 
| 


حساب الشلثات لوبیتال فی الریاضیات 
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.س = ٩۰‏ لاأنها زاوي محوريت 


۱ 
۱ 
۱ 
۱ ۲ ۳ 
۱ عندماجاس = - - 
| = جا د ا سل e‏ 
ار نفرض أن 0 زاویۃ حادة وأن جا ۵ = 
| ولكن : ソ‏ © ۱ ۲ 
۱ ,6 چا" ニー‏ 
اجتاس- ۳ ٠>‏ موجبة جنا سرك “أ < ٠‏ سالبة 1 
١‏ 

۱ ۱ نغ جا س ع - <. 7 
| .. س فى الربع الاول والرابع أ .س فى الربع الثانی والااس | لکن جاس - - - ٠<‏ ( سالبة) 
に eo‏ 8 © | © 
| فى الریع الاول : فى الریع الثانی : ۰ س تقع فى الربع الثالث والرابع 
یی ور 210 1 س = م ۰[ = ۱۲۰ فى الربع الثالث : فى الریع الرابع 


| س = 1۰0-۷1۰ < ۲۰۰ س = ۱۸۰ + 1۰ < ۲:۰ “امج < ۰۹۰۱ ۰ .۰ パ い‏ { 


ام ۰۰۱۰۰۰ ۲۰۰) 

۲ جتاس-‎ t+ قاس‎ )٥( | 

= |! 

tb |‏ لين کاس ا 
۱ صا : = سح سے + ؟ جتا س = ۲ × جتا س 
| سے ظا'س - ظا س = ۰ ظاس (ظا"س -۰<)۱ جناس 

!| سے ظاس (ظا س +۱) (ظاس-١)-. ١‏ +اجتا' س = ٢جتاس‏ 

ظاس ٠=‏ » ظاس <-۱ .۰ ظاس - ۱ کے جتااس -۲جتاس با = ٠‏ 
(جتاس-۱) ()جتاس ٠ = )١-‏ 


أولا عندما ظا س = ٠‏ جتا س = ۱ جتا س = ` 


“.اس = ۲۳۱۰۰۱۸۰۰۰ لأنها زوايا محوريت ۲ 
عندما جتا س = ١‏ : 
1 ثانیا عندما ظاس = +۱ سے ۲۰۰۰ لانها زاوية محورية 
| نفرض أن 0 زاویۃ حادة وان ظا e | e ٠0‏ عندما جتا س = ١‏ : 
ーー 0° |‏ ۲ 
| ۰ 2 ظا" ١‏ ع هئ - 
| ولكن : © | © نفرض أن 0 زاویۃ حادة وأنجتا 6 c=‏ 


أظاس ٠> ١-‏ موجبة ظا س - - ٠< ١‏ سالبة | ...م <چتا 


۰ س فى الريع الاول والثالث [۰۰س فی الريع الثانى والرابع 


to BT ۱‏ 8 ا = س تقع فى الریع الاول والرابع 

| فى الریع الثالث: فى الریع الرابع : فى الریع الاول : فى الریع الرابع : 

اس ۱۸۰ +ہ؛ tto=‏ س <۳۱۰ Yo = to-‏ = بب سزت ےر وت روک 
مج 2 ( 1۵ ۰ ۱۲۵ ۰ ۲۲۵ < ۲۱۵ ) と て‏ = ٢٣٢ء٦٦‏ ) 


(۲) جا س -جاس -۱ < ۰ 


حساب المثلثات لوبیتال فی الریاضیات 


EE‏ تس ای 


ا التمشل البيانى للدوال المألشية ) | الدالۃ نستنتچ آن: 
۱ یم لبیانی للدوال ba‏ (۱) مدی الدالہ هو القترة [ - ۱۰۱ ] 
(۲) مجال الدال‌هو ح 


)0 اولا الدالة و (س) = の は‏ (۲) الدالہ دوریم ودورتها 711۲ 


| معرفت منحنی الدالت جاس نستعرض الجد ول التالی 


تی 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
لت[ ]من ]| إذاكانتالدالةعلىالصورة:(س)-جتابسن | 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 


](١( مدىالدالتهو[-‎ )١( سح‎ トト し し Eoil 


と = وكذلك (1) یکون الجال‎ | 
دیس ؟‎ ーー ドド ドモ ーー ゴ 


ود 0۵ کا ۵ 3 E‏ 


| سس الدالج کالتالی : 


(۲) ثالثا الدالة 5 (س) = 
معرفة منحنی IAN‏ جاس نستعرض الجدول التالی 


سس 15 52 5051 502 Ki‏ 
تست ككس BE‏ كك جا 


WM ul‏ اة لا اا 
[ورس) اس _ اإعيرمعرف اك اإعيرمست | L_‏ 


| ومن منحنى الدالتّ نستنتج أن : فیکون منحنى الدال كالتالى : ۱ 
| ۱) مدی الدالة هو الفترة [ -۱۰۱ ] ۱ 
۱ ۲)مجال الدالة هو ح | 
| 

۱ 


(r ۱‏ الدالة دوریة ودورتها 7۲٢‏ 
۱ 


| إذاكانت الدالت على الصورة و (س) -( جاب س 
! (۱) مدیالدالۃھو[۔إ ۲۰ ] 


| (۲) یکون الجال = と‏ 

(۲) الدالی دوریۃ ودورتها ー‏ ومن منحنی الدالي يتبين لنا 

١ ۱‏ (۱) مدی الدالجّ > جح 

(て) |‏ ثانیا الدالة ء (س) = جتا の‏ (1) مجال الدالة - ( (ن + 7)2) 
| لمعرفت منحنی الدالن جاس نستعرض الجد ول التالی (۲) الدالۃ دوریۃ ودورتها 7 


س اا کا کان ھتا کنا Ssg‏ | 


ا وس جس الا الا <جنس<_]/ إذاكانت الدالۃ على الصورة ۶ (س)<( ظا ب س 


| وحذ لك (۱) مدی الدالتج 


ーー ドド TFT ココ‏ () بدسددج۔رو * ع 
سا لا EES‏ < 


| فيكون منحنی الدالۃ کالتالی : (۲) الدالۃ دوریۃ ودورتها = 


مثا ١‏ :عين كلا من الجال والدی والدورة لکلا 
من الدوال الاتيت 


(۱) ۶(س) = の は‏ (؟) ۶(س) = ج 
(؟)5 (س) = ظاس )5( و (س) = جاب س 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
۱ 
(の) 5(6)‏ = ۲جتا؛ءس (۶)۱(س) = ٥ظاس‏ ۱ 


لوبیتال فی الریاضیات 
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فل‎ 
の は = (س)‎ ۶ )۱( ۱ 
۲< لمجل -.ح لمدی-[-۱۰۱] دورتها‎ | 
| 
= ۶(س)‎ () | 
7 ۲ = دو رتھا‎ TS ت‎ 
| 
= )(۱ 
المدی ,مج‎ tr( こ (3 と = المجال‎ ! 
T= ا دورتھا‎ 
| 
(؛) و (س)<جاب س‎ 1 
7۲ = المجال ّح المدی<[-۱۰۱] دورتها‎ | 
۱ 
و (س) = ۲جتا؛ س‎ )٥( | 
] ۲ ۰ ۲ - [ = المدی‎ と = المجال‎ | 
71 ے‎ 7 ۱ | 
a 


مد سح رابب > 


! ترريب مثل بیانیا كلا من الدوال الاتین 
(の )5 )۱( ۱‏ < ؟ جاس 
۱ (۲) ۶ (س) = جتا؟ س 
| (۲) و(س) = ظاس 


إذاكان ( بم ۸ قائم الزاوين فى ب فان كلا من 


الزاویتین ۱۲ ۰ب حادتین ۱ 
(۱) یکون مقابل للزاویۃ ト‏ 

(؟) یکون مجاورللزاویۃ مع مج と‏ 
87 الضلع ١‏ ب 


(۱) يكون مقابل للزاوی م 
(؟) يكون مجاورللزاویۃ ١‏ 


8 
と‏ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
۱ 
| 
يمثل وترالمثلث . | 
۱ 
| 
۱ 
هی دوال تربط اضلاع المثلث وزوایاه وهی جیب الزاويي | 
وجيب تمام الزاوین وظل الزاوین ۱ 
وتسمی بالد وال الاساسيت | 
وكذلك قاطع الزاويت وقاطع تمام الزاوین وظل تمام | 
الزاوی وهی مقلوبات الدوال الاساسيت ۱ 
® وه ۱ 
علافه الدوال المثلية با ثلث القانم | 
إذا کان ١‏ به ۵ قائمالزاویة فىب فان ١‏ ب وترا | 
فى الثلث. ٠‏ ب ٠ب‏ + ضلعا القائمہ ويكون ۱ 
المقابل لم ب جہ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
| 
1 


ا 3 
ودر المثلث وج 


ظام- 


العقايل ‏ با 


إذاکان ۸ ١‏ ب قائم الزاویۃ فی ب 
أى أن ی () = فان : 
(۱ م)" = (۱ب) '+(بم)' 3 


© ذا علم الوتر فاننا نريع الضلعین الأخرین 
ونطرحهماونأتی بالجذر 


© ذا غاب الوترفإننا نریع الضلعین الأخرین 
ونجمعهما ونأتی بالجذر 


لوبیتال فی الریاضیات 
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۲قتا--۵< ۰ هع #قتام < ه ۱ 


لق 
5 

۱ 

.قتام - ° جام - ۲ 
DO‏ وت 2 5 ۳ وسم | 
من فیثاغورث : ۱ 
م 1 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 


(۱م) ۱(<۲ب) + ae)‏ اسم 
بم = 7 = ٩-۲۵۱‏ ۱۱۷۶ = 


ق ظام 2 ٤٥ a‏ ۓ 1ح ١‏ 
4 0 3 ۲ 


ee (۱م)‎ ۱ 

مثال ٤‏ : ۱ب م۸ فيه : اب =( دسم 

N= ۱۱۹۷ 2۱: + fol = ۱۲+ は だ 4‏ ب مت ۱۲ سم رسم ۶۱ ل ب م یقطعها فى 5 
آوجد 


(۱) جاب +جتام (۲) ظا(ھ و) 
(۲) بین آن جام + جتام ١١‏ ثم آوجد قیمۃ 


| جاام + جتاأم 

لفل 7 )٤(‏ اوجد قیمت‌ظاب +۱ » قا ب ماذا تلاحظ ؛ 
میس دا | め‏ 

3 3 ۱ 

1( ئن) 2۲ (r (+) ٩(‏ 3 2 سد میں وو 


۱ ۱ 
۱ 


と 
من فیثاغورث على ال ۸ ( ۶ مم‎ 


| 
| 

| 

| 

| 

۱ 

المثال ۲ اشم ا 
9 ((ه)"' = (۲)۶۱ + )25( ۱ 
| ا ا ج اس ( و <م۱ ۲1-۲۱۰ عم ۳۱-۱۰۰ < 211۷ سم 
|| ل( ) = ۹١‏ أوجد | 
|ا(١)‏ طول | (۱) جاب +جتام = چ ل د +اره ارا | 
۲(۱) الدوال المثلثية للزاويت ( 5 0 | 
| |(۲) الدوال الثلثیۃ للزاوین ‏ )2( )5}2( = = ‘No‏ ۱ 
ム‏ (۲) جام + جتام ون سی و ور ۱ 
| > اھ “tl‏ | 
فى الثلث القابل سم قيمة : جاآم + جتاام = ( - )+( 1ے لے ۳ 
| وباستخدام نظریۃ فیثاغورث (٠١ ۰ い‏ | 
! (۱ه)۱(<۲ب)۲+(به)؟ ب ۱ 06پ ۱ 
い 0 ーー |‏ = = = 8 ۱ 
الم ۷+ ' +۱٦۸‏ د ۲۵۷ = o‏ 7 سھ ۱ 
ار جا المقال ے کے ین وی لمبادد ‏ ا ین ,تاد ے ٤‏ 1 | 
و رو وہ رو تس ہرود ںہ ے الى( ے 1+۹اے ٥‏ | 
۱ المقابل Jl ۲ ٠‏ ۲۰ المقابل ؟ ۹ ۹ ۹ ۱ 
| (۲) جامج < ー ニ ーー‏ جت 2 O‏ = > ظام < . دع ー‏ | 
۱ لوتر ۵ لوتر ۵ لمجاور 1 و قال <= ) fo =) ) ='( ご‏ ۱ 
| 

| 


مثال ٤‏ : إذاكان ۲قتاه-ه< ٠‏ نلاحظ أن ق Cu-‏ 
حيث 0<۰ <۹۰ اوجد :قاق - ظا 

ご‏ مثال ۵ : إذاكن جام = * حیث “< ۾ < ۾ 
آوجد جمیع الدوال المثلثييّ للزاویة 0 


لوبیتال فی الریاضیات 
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۰ ۱ 

| الزاویۃ تقع فی الربع الثانی 
| لأنها تقع‌بین ۹۰ ۱۸۰۰ 

| ومن نظرية فيثاخورث 


| ول = ۲۸-۲۱۷۷ <۸۹۱۰ ٦٦-‏ = ا = ۱۵ سم 
| 

| وضعت ول = - ۱۵ سم لأنها على الاتجاه السالب لحور 

| السینات 

- | 

|..جاوع 4 جتاو< < ظاو۔ ۴7 

8 ۷ ۷ | 

| قتاه = قا = 9 の‏ 

| 


ol‏ 1 : إذاكانت جتا ーー ニム‏ حیث っ‏ ابقر 


| زاويت موجبة , ظا و = 7 حيث 5 أكبر زاوية موجبة 
<٠ |‏ و < ۲۱۰ اوجد: 
ES‏ 
لفل 

۱ 3 جتا م سالب لذافإن م ت تقع فى الريع الثانى او الثالث 
| | ولکن + اصغرزاویۃ موجبة لذا فان م تقع فی الریع 

۱ الثانی 

| 3 ظا و موجبة لذا فان 5 تقع فى الریع الاول او الثالث 

| ولكن 5 هى أكبر زاویۃ موجبة لذا فانها تقع فى الربع 


| مثال ۷: اذا كانت ١‏ ب زاويتين جادتين موجبتين 
أوكان )قا - ه ۰ ١١‏ ظتاب ٥>‏ أوجد قیمہ : 


۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

“.ب فى الریمین الثالث والرابع ۱ 
ولکن ب أصغر زاوية موجبت ٠٠ب‏ فى الریع الثالث | 
۱ 

وظام + ۱۲ = ٠‏ سے ظام = - ۱۲ | 
٥‏ ۱ 

٠ھ‏ فى الربعين الثانی والرابع 
ولکن ب أكبر زاوین موجبن “.م فى الريع الرابع 2 | 
۱ 

9 استخدم نظریۃ فیثاغورث 

۱ ١ 

۱ 

۱ 

۱ 

(۱) قتا(۱۸۰+ب) ظتا(۹۰-ھ) - قا(۰٦۲+ب)‏ ظا(۳۱۰-) | 
= - قتاب ظام - قاب (- ظام ) = ۱ 
ده شا ده =( ۱ 
وہ یہ عو جع تج | 
۵ ۵ 0 6 6 1۰ | 

ا تع و تا 9 ہی ۱ 
ے to‏ + ۸۵ ۱ 
14 ۱ | 

(۲) متروك للطالب ۱ 
۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

| 

5 
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کو سرت ہریت مو سو ا | 
قا( = * سے جا| = ظتاب= ب ے ظاب ー‏ ۱ 
۱ 

۱ 

۱ 

۰ قیمۃ المقدار ۱ 
جام ce‏ + 0 جاب ۱ 
エメ ー ニ‏ - فا ے ۸+۴۱۵ _ 0 ۱ 
Te 9‏ 16 | 

| 


مثا /: إذاكانت : 


0 جاب + ۲4 = ۰ حيث ب أصغر زاوية موجبة 
وظام + ۱۲ = ۰ حيث م أكبر زاویۃ موجبن 


[ ۲۱۰۰] مد‎ V 

آوجد قیمن : 

(۱) قتا (۱۸۰+ب) ظتا(۹۰-ھ) - قا(۲۱۰+ب) ظا(٢٦٦-ھ)‏ 
(؟) قتا( ۹۰+ ب) ظتا(۲۷۰ جص ) ظا(۲۷۰ -ب) قتا(۲۷۰ +ھ ) 


ひめ 


۲۶ -= ニ と は سے‎ ۰ = ٢٢+ جاب‎ ۵٥ 
Yo 
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(۱) لكي یتشابه مضلعان لا بد من توافرالشرطان 
معا ولا یمکن التشابه بتوافرشرط واحد فقط 
فالعین وامریع لا یتشابهان بالرغم من تناسب الاضلاع 
والستطیل والمريع لا یتشابهان بالرغم من تساوي الزوایا 
© الستطیل والریع 

9 ۳ と 

| 

| 

ا | 

اأيتشابه مضلعان لهما نفس العدد من الاضلاع اذا 1 ثم ص る‏ 

|| توفرت الشروط الاتيت بملاحظة الشكلين نجد تساوي الزوايا المتناظرة فى 

|(۱) الزوايا التناظرة متساويت الستطیل والریع وبالرغم من ذلك الشكلين غير 

| )( الاضلاع التناظرة متساوین متشابهین 

| 

| ففى الشکل القابل 1 © الریع والعین 

۱ る ۱ 

۱ ۱ 5 س 9 

| 

۱ ۱ ب ; 

の 

る 2 | 

ム س‎ 

| شروط تشابه الضلعین ۱ب م ۶ » س ص 5 ل هي بملاحظة الشكلين السابقين نجد أن هناك تناسب بين 

۱ الاضلاع ومع ذلك الضلعین غير متشابهین 

| (۱) تناسب‌الاضلاع : 

اس ا 3 - ۱4 = نسب التشابه (۲) الضلعان التطابقان یکونان متشابهان والعحس 

も る oe の の ۱‏ س غير صحیح دائما 

! آومعامل التشابه 

۱ 555 أحد أضلاع المضلعالأو ل 
؟) معامل التشابه - 

أ (۲) تساوي الزوایا ا اسل ٭ المناظرله المضلع الثاني 

(v= (DY Gv = Dv اس‎ 

は | )4( ۸ 14 7 46 |‏ کان معامل التشابه رنسبن التشابه - ١‏ 

۱ (م)<ن() » وب(و)عن(0) فان الضلعان یکونان متطابقان 

| 

٠ る ۱‏ ےش مہ 44 م »| ئ مھ e‏ 

۱ 8 واذا كانت المضلعات متاشبهه فانه : )٥(‏ الضلعان الشایهان لثالث يكونان متشابهان 

| © تتناسب الاضلاع © تتساوي الزوایا (1) کل الضلعات النتظمت التي لها نفس العدد من 

الاضلاع تکون متشابهت 

| 

(۷) نواتج التشابه هي 

۱ © تساوي الزوایا التناظرة 

۱ © تناسب الاضلاع التناظرة 

۱ 
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۱ (۸) معامل التشابه 
| معامل انتشابه هو النسبت بین ای ضلعین متناظرین فى 
| الضلعین اوالنسیت بین محيطي الضلعین 

| 5 5 طول ای ضلع فی الضلع الاول 
en du‏ 

محيط الضلع الاول 


ETE 


1 
1 
1 
| 
۱ 

dsl‏ ۱ فی الشکل القابل 
إالضلع ( بهم 5 ~ الضلع س bb‏ 


|( ب <1سم » ب مج = سم » ه و = ٩‏ سم 


E‏ سم 
۱۰ 


© اسم 


@ の ・ も の ・ の の اوجد طول کلامن‎ 


| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

.ال 

| 
1 ےر ہے EN‏ 
کک اب _ る と‏ _ هو _ 
の の :‏ صظ وا - 
ا. 1 5 3 4 ۴ 

۱ د ۵×٦‏ ے 0 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 


Ob ۱‏ الشکل القابل 


أذ م وه ۸ بم 
|اثبت‌آن وه // بم 


|واذا کان : ۶۱ < )سم > 


الهندسة المستوية 


ایل 
٠‏ المضلع ( وه نہ الضلع اب م 


ومن نواتج التشابه 

(۱) تساوي الزوايا المتناظرة 

وه(< ( و ه) = و»ه(< ( ب م) 

وهما فی وضع تناظر 

وھ // بم 

(۲) تناظر الاضلاع المتناظرة 
می وه هه 4 ئه ھا 
اب بهم ھا 4+ 0 
4 وه هم( 
1 ه اه دور 


ーーー ニュ 5 ーー‏ ۷ سس 


(6+A ト | ) x% ニ AI x1 سم‎ 
1+ س 1 ( ه< ) ( ه‎ 
1 2۵ ۲ < 一 هع<1‎ )-ھ17٦‎ 


:. هک اسم 


Ob‏ ۲ : فی الشكل القابل 
۸ وب ام ょ ント A‏ ・ نو( ٠١‏ ب(م) = 
۱ 


آثبت أن (5 لبه ء وإذاكان ب <۸ سم 
> هب < سم آوجد طول ب 5 


(فل 


٠‏ اذوب نہ ۸ب م 
ومن نواتج التشابه 


(۱) تساوي الزوایا المتناظرة 
(<ب ۶ ۱) = ر١‏ (<ب ۱م) = 
. 5 لبم 
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أ سے سے نس تست تست اس اس اس اس ا سس اس اس اس ا سا سس اس اس ا سا سا ا سس سس سس سا سا سس ما م سید سا سد سد سا سد سد ا سد سد 2 2 2 2 22 2 2 2 2 22 2 2 2 2 سس سس سس سس 


人 2297 の)‏ اس 
۱ (۲) تناظر الاضلاع التناظرة 

ا که باه ے که ۸ ٩۱‏ 

| اب بم هم ۸ به 1 

نلاحظ عدم وجود نسي معلومت بالتالى يجب إيجاد 


| فی اد ۸ oj‏ القائم فی ۱ 
な る ) |‏ = ) !)۲ +(۱ه)" 


۱:2 ۰ =+ = ニコ + エ 人 << به‎ 


وبالتعویض عن قیمة به فى نواتج التناسب 


کب 人‏ او م ۶+ _ ۸ _ ۶۱ 
۸ به 1 ۸ ۱۰ 1 
ب 5 < لكك ور" سم 

| وح “كلدو سم 


مثال ٤‏ : فى الشكل القابل 

مستطيلان متشابهان بعدا الاول / سم » ۱۲ سم 
۰ ومحیط الثاني ۲۰۰ سم ۰ أوجد طول وعرض 
| الستطیل الثاني ومساحته 


قل 


۱ يتشابه المستطيلان إذا تناسب ب طول وعرض احدهما مع 
| نظائرهما فى الاخر 


و با 
ال سد 
| 

| ب ム‏ 
ا 8 


٠.‏ المستطیل ‏ بهم و نہ المستطيل س ص 85 ل 
| من نواتج التشابه : 
1 (۱) تناسب الاضلاع التناظرة : 
| سل _ 9 も‏ فاص _ ساس سل _ 50 
ا و وم هب ب( ۲ ۸ 
سل ١١‏ ۲ .- - 
و عسل = ۰ ل 5 < ۲ ۲ 
ومحیط س ص 8 ل = ۲۰۰ 
س ل + ل 5 = نصف الحیط = ۱۰۰ 
一‏ < وم < ۱۰۰ 


الهندسة الستویة 


۰ س ل = الطول = ۲ > ۲۰*۲ > 1١‏ سم 
ل 5 = العرض = ۲ ” < ۲ ۷ ۲۰ > ۰) سم 
الساحت = الطول × العرض = ×٦٠‏ ۰ 2 ۹ سما 


سن یں 


سثال ۵ : فى الشكل القایل 

شبه المنحرف | بم و ىہ شبه النحرف س ص も‏ @ 
a‏ ات را one‏ 

س ص = ۲۷ سم (CVV‏ = (دم) <ئ؛ ° 
اوجد طول ب ۰ سن ومعامل‌التشابه 

وأوجد محيط الضلع の‏ ص ان 


٦‏ سم و م 
نرسم | هلبم » وو لدبم 

は トマ‏ // 5و ٠‏ ۸/۶۱ هو 

۰ مهو و مستطیل .. ( و < هو < سم 

)= ی( )= to‏ ر( ب ۱۸)< ر ( ھاو )= ٩۰‏ 
*. شبه المنحرف ( به 5 متساوي الساقين ( ب < م و 
۰ ۵ به <۸ وهو وكلاهما متساويا الساقين 
دب ه ومع 2-11 دوسم 


من فيثاغورث : ( (١‏ ب)' < いと)‏ + ( ( ه)" 


<۱٦+ ٣ =+ =}‏ م٢٣‏ دوم 
の‏ شبه المنحرف ( بهم و ىہ شبه النحرف س ص 23 ن 
اب ابه هو و( ۶ ۸ 
ee‏ = = ج ーー ニテ ーーー‏ 
سص صظ bb‏ وس ۷ رس 
VxA‏ = 
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سے م = اا د ۲+1 ۳۷ سم 


1 
| 
ای ضلع من الضلم الاول 
ا ® معامل ہیں ے کے من سے ا 
| ۱ الضلع الناظر له من الضلع الثاني 
Vt 5 |‏ = 
۱ 3۳ 
| اي شام التاظر لديق الضلع الفادی 
| 
Tle _ て VkT)T+T ۲۱۷۸+۸ |‏ 
+٤ ٣۲‏ 4 كك 
| ی ۷ 
| +۷ =4 
ا 
| 
| 
| 
| 
| 


| الستطیل الذهي 


ترریبات على تشابه (لضلعات 
() مستطیل بعداه ۱۰سم » ٦سم‏ آوچد محیط 
ومساحن مستطیل اخر مشابه له |ذا كان معامل 
التشابه = ؛ 
() إذا كان الضلع ١‏ به 5 - الضلع س ب 5 ص 
فاثبت أن س ص // ١‏ 5 وإذاكان محيط المضلع 
| بم ۶ = ۱ سم ومحيط الشكل س ب 5 ص 
٠١ =‏ سم طول س ب = ۲ سم فأوجد طول ١‏ ب 

5 


(۱) یتشابه المستطیلان اذا ii‏ 


)(( يتشابه المربعان اذا 


| هو مستطیل يمكن تقسیمه الى مربع ومستطیل 
| يشبه الستطیل الاصلی بشرط ان یکون طوله اصغر 
| 
النسبة الذهبية 
| هي النسبنّ بین طول الستطیل الذهبي وعرضه وهي تفکیر ناقد 
! تساوي ۱3۱۸ 
ایجاد النسبة الذهبية 
فی الشکل القابل 
5 
/ 
س - ۱ 
と‏ + ^ 


جح اه 
| + 5 مستطیل طوله اصغرمن ضعف عرضه 
ونفرض ان عرضه > ۱ سم وان طوله س 
المستطیل | ب هن と‏ المستطیل ب + و ( 
بد هو س ۱ 


الهندسة المستوية 
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コー ニュ ニニ = ニコ = 1‏ 
| ® سا ےت ےچ 
1 نو 
اتسابه الثلثات ーーーーーーーーーーー‏ 
ات ہے ففى الشكا e‏ 
۱ به الثلثات حالم خا 1 | は‏ كان : المقايل : 1 TS‏ 
」 ولکن صم من تشاب ٠‏ 
| * لكي يتشابه ١‏ ده به الضلعات ح<ص 三‏ 
| شروط تشابه تشابه المثلثين فان شروط ذ ح سن | 
! ولتشا به مضلعین لك اقل من ム ヽ = る‏ | 
۱ يه مسلمات ٭ ٭ 5 قانه 2 ト‏ 
| ونظريات ونتائج ذ یکون ۱ 
ll‏ نج نسردها فيما یلی 2 | 
١ 3 ۱‏ 
۱ له الاولی لتشابه A ein‏ 5 ۱ 
۱ وذلك لأن دس = | 
كيم 0 ۱ 
۱ نظائرها فی الثا a‏ الاخر بقت زوایا ا لمثلث الاول مع تیه 1 1 
إذا تطابقت إذا رسم مستقیه ۱ 
ہچ[ ارسم مستقیم یو از | 
| يكونانمتشا مثلث مع زوایا مثلث اخر فا الضلعين الا خ يوازي أحد أضلاع مثاث وية ۱ 
بهان خر فان الثلثان لهما فان | ی و امتداداتهما (المستة ویقطع ۱ 
١ 5‏ ) فان المثلث الناتج يشبه اله رللستقيمين الحاملين | 
ْ لشكل المقا دا - صلي | 
۱ 2 الاخریسیب سا rae RE‏ 
| ۱ ف زاوی زي والتقابل بالرأ | E E E‏ ۱ 
۱ بالرأس اوالتوازي والاشتراك | 
۱ ہے بی | 
س توب ۱ 
] 
(の‏ 
1" 
|إذ ذاكان م ص ۱ 
り =( る )oi‏ )@ 5 ۱ 
(Ce へ |‏ 0 ںی( | 
ソロ‏ 2( = 1 ( = وه( へ‏ | 
(る (も ) り =(② り 1‏ ۱ 
人 ムン と 【 |‏ نہ۸ تہ | 
۱ س ص る‏ > رشكل؟ ( کہ 
نتیجة! نی شفل (۱) ۱ 
で |‏ ب هب ۱ 
// ه 5 › 
ドド: る 7‏ 
; ۳ اا ہت قاطعین لهما 
! لأنه اذا تطادقت اوتا (C$) ソ = (CA)O‏ 1 
1 فان ازخالاخح راویتان a {a‏ ب ها = بالتبادل ۱ 
ا تست ب ه San‏ -(() ۱ 
تالی لاثبات تشابه مه وي الثالثۃ فی المثل* خر وه( S>‏ 98 
۱ ! زاویتین فی تشابه مثلثین یکتفی فى الثلث الاخر (ه) = ىر (لب ۱ م) با | 
の‏ مثلث فقط 7 2 4 ۲ 4J い‏ 
۱ مع نظاثرهما فی الاخر باثبات تساوي نی شفل (۲) لتقابل بالراس ۱ 
1 :ب // ه و › } と‏ | 
۱ 。 ب ۰ 1 سم 
| ) = و( تست ۱ 
ON E‏ ۱ 
ار _ وه( ۱ 43( بالتناظر ۱ 
ر - | مشترکۃ ۱ 
ار ۱ 
0 | | 
ニー ニー ニー ニー ニー ニー‏ سرت 4 بم | 
ل OO‏ 
0 ] 


الهند 
سة المستوية 
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(۱) یتشابه التلثان القائمي الزاویۃ إذا تطابق فى 
احدهما زاوی حادة مع اخري فى الثلث الاخر 


۱ (۲) یتشابه المثلثان التساویا الساقین اذا تطابق فى 
| ففي اله كل القایل :- احدھما زاوین مع نظيرتها فی الاخر 
(؟) تتشابه المثلثات التساویم الاضلاع دائما دون 


| شروط وذلك لتحفق الشروط تلقائیا 


حالات تساوي الزوايا 
と‏ < (۱) قطع مستقیم لضلعين فی مثلث موازیا الاخر 
o a^‏ . س س وهو نتیجہ رقم ؟ على الحالي الاولی 


! وه(ب 7ھ) = وه(+۶ ۱) = ر( ۱) = ٩۰‏ 
حب تتمم حب ( 5 , 


| < ۶ھ تتمم <ب ۶ 7 

حه ب کرو 

| ه 5 

| ذب و تتمم ذو مج › 

| دم تتمم دو مه 

۱ سے ام = اپ ( 5 

۱ 2 م ب ム‏ 
۱ 


اذاکان ۶ه // بم 
۵ھ و بح ازيم 


. یکون :- 
ذلك التوازی فتتساوی الزوايا بالتبادل ا 
ہے ھی ہ۸ بھ! ای وي الزوایا بالتبادل او 
۱ ن نواتج تشابه الثلث = 
ومن نوا 
(۲) إذا تقاطع وتران داخل دائرة 
9٤٤‏ ون Gf‏ 1 6ور 1۳ 
بم $f‏ _ بو ۱ و = 
ーー‏ أ 
»2 هو و A | マー クリ リー‏ تاو ری 
5 
۸ھ و بح ۵ب ھا 
اه ها ا5 


٢ے‏ 
ےھ 7 (2»f) < 一‏ <ب م ۷ مج و 


بم $f‏ _ بو ۲ 3 

CF ریو متا مد توق‎ OS EE مه‎ に っ らら 
إب هم ع<ي 5۵ یں (<۱) = وه (دو)‎ < 一 

وهي بنود نظري٬‏ اقلیدس وما سبق اثبات هندسي لها هب دب محیطیتان مشتركتان فی ( 5" 

۰ )= و (<ب) 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
۱ 
۸ب ۶۱ نہ ۵ب ھا 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
ا 
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ج 
مب N‏ = 75 چم 

ET |۱ TT 

= ب) بالتقابل با کے 

۱ با١‏ ډ بل بالراس ۰ ه // بھ > ب 5 = ۱,۲ سم eV=Afc‏ | 
۱ چ ہے 
۱ 7 0400 | | 
)٢( |‏ إذا تقاطع وتران خارج الدائرة (۱) اثبتان ۸ ۱و هش ٢پم‏ ۱ 
El ۱‏ 6 م5 {で C)=‏ (۲) آوجد طول كلا من ٠ 5 ١‏ بم ۱ 
ايكون 1 ۲ب و ۵ ۲ ه ( 1 ۱ ۱ 
۱ 
۱ ۱ 
۱ | 
| ۱ 
۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ جج سی 
| < ۲ ب 5 خارجة عن الرباعي الدائري | ب م 5 03 وه // ب ھم ۲ ٤ of‏ ام قا بين لهما 
۱ وه( + ۶) = وه(ج) .< و (< ۱ ٤ھ(‏ = وه(<ب) بالتناظر 1 
۱ احداهما خارجت والاخري داخلۃ مقابلۃ للمجاورة لها ای( ۵ (a‏ بالتناظر ۱ 
5 ۱ ۲ ۰ هم A‏ اب م | 
| ۴۰۰ 5 ب خارجة عن الرياعي الدائري | ب م 5 | ومن نواتچ التشابه 
DY = EH |‏ (۱) تناسب‌الاضلاع ۱ 
۲ احداهما خارجة والاخري داخلة مقابلۃ للمجاورة لها و _ اه _ وه ب ا ۲ ۲ | 
2 زاویت مشتركة اب اجب ب م +۱۲ + بيهص ۱ 
ا له !و ۲125۱۲2 ۱ 
)٤( |‏ إذاتقاطع مماس ووت ر خارج الدائرة 
اله ۲-٤‏ = سے =s ト‏ سم 
| ب ھم fen‏ < ( ۲ 1 ۲ كرك Gfx“‏ | 
ニニ ーー ニム と < 一 Na 7‏ زره سم | 
ایکون ۸۵ ۲ ۵۱ ب ! 3 ۱ ۱ 
ظ ظ 
| 【 1 
| 
| | 
۱ ۱ 
| | 
ظ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
کے مماس للداثرة عند | » أ م وترا فيها | 
ا (Sy = (ANU‏ 
| مماسیۃ ومحيطية مشترکتان فى نفس القوس ( م 
اح مشتركت ۱ 
| ۱ 
| | 
| ۱ 
ミニ ミニ = ミー !‏ 
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ا جا و ج ا ت ف ي 
آثبت أن ۸ ۶ھ سم ۸ ھپھ 


ثم أوجد طول مه 


か さい‏ هب ھ خارجة عن الرباعي الدائري بم و 
۰ وه(<دهب م) = ر( < م) 
إحداهما خارجة والاخري داخلة مقابلة للمجاورة لها 
هب < ۸ هو ۱ 
وه(دذهب م) = (けさ) ソ‏ 
فیهما < هھ مشترک 


| ومن نواتج التشابه 

1 (۱) تناسب الاضلاع 

اھب بم هم 1 ゃ と‏ 2 هه 
هو وم هم مهبلا وم ٠١‏ 


مه ( مه +۷) 1-2 > ٠١‏ 

(مه)' +لامه = 1۰ 

ょ っ )‏ ( +لامه 1ع 
( ج ه - 6( ) Y+ ふ ム‏ ) <ه 


ه < ۵ سم أ مه = ۷ مرفوض 


الهندسة الستویة 


(| مثلث قائم الزاوین‌فی‎ NO 
رسم 57 1 بهم لیقطعه فی 5 |ذاکان‎ 
کج ۲۷۱-۱ اوجد طول کلا من‎ 
پ 5 » اب اه‎ 
へ ب و‎ 
و کےا .61828 و‎ 
۲ كله‎ 
بم‎ 15۱۰٩۰ = وه ب (م)‎ 
اه ہ۵ بھ‎ SAN} وب‎ 4: 
ھ8٢‎ ہ٠ ومن نواتج التشابه المثلثين ۸ ۶ب‎ 
تناسب الاضلاع‎ )١( 
اق‎ の る ۶ک ا اگ ے‎ 
$2 و (م هو وا‎ 
وبلامو‎ 21)5 | ( < 一 
دما‎ ۲۱2۲/۲۷۸۱ ( 
1= سے۲ ء' سے ۳۱۶۲۲ سے م۳۱۷۶‎ ۳۲ 
سم 2 و 2۵ ۲ )= ۲ 21 اسم‎ ٦< ۲ = و پ‎ 
۱ب مج‎ ۸-۱ SA ومن نواتج التشابه الثلئین‎ 
ب ۶ × بد‎ - (と | ( ينتج أن‎ 
۱۰۸ < ۱۸۶ = 
۲۷۱ = ۱۰۸۷ 2 ب١ ے‎ 
ومن نواتج التشابه المثلثين ۸ ۶ ( م ۸ ( بحم‎ 
ينتج أن ( | م)' - م و ×بھ‎ 
۲۱۱ 4۶ 
1V1= ۲۱۷ ومع‎ 
لوبیتال فى الرياضيات‎ 


آ سس سس سس سس مت مت نس سا سا ا اس ا ا اس اس اس ا ن جک ل سس ل ا ساسع 
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مثا ٤‏ : فی الشكل القابل (فل 


と る で‏ مماس للدائرة عند ب » ۱ ب وتر 
SU <‏ وب ) = وه( <م) 


.اھ 5ب ٢‏ ۰ و هب 


۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ ج ھا < و مشتركة 
ایند( ۶ھ) = ی( <ھ) ۶= ؛سم» 

ニム ム ・< 1] ニム 5・< ه دہ‎ ۱ | 
ASAN} SA. الورك در‎ ee 79 5 
| 

۱ 

| 

۱ 

| 

۱ 

| 

۱ 


اوجد طول كلا من وب ٠‏ بم 


ومن نوات التشابه المثلثين 
ال (۱) تناسب الاضلاع 
الى م وه ۸ دب ۶ _ با _ ۶ا ے ۶ب _ ۶ا 
ر( ۶ه) = ر( <ه) معطي و د امن 
5 نے (وج)'- و ۱« وه (۵+۱) 2۹۷۱2 ۲۱ 
で で‏ مس وب ۳۱۷۶ 2 سم 
| 
A.‏ هم ÇAPA‏ 
! ومن نواتج التشابه المثلثين ملموظة 
! (۱) تتاسب‌الاضلاع (۱) إذاتقاطع مماس وقاطع للدائرة خارجها فان 


مریع طول الماس = حاصل ضرب جزئي القاطع 
() إذا تقاطع قاطعان للداثرة خارج الداثرة فان 
حاصل ضرب جزئي القاطع الاول = حاصل ضرب 
جزني القاطع الثاني 


سثال ٦‏ : فی الششكل المقابل 

( بھ ۵ قائم الزاوین‌فی ۰۱( ۶ لدبم › 
| سثال) ۵ : فی الشكل القابل هلاب ونلام 

|5 > مماس عند ب » 5 م قاطع للدائرة فى ( »م 

| على الترتيب أثبت أن : ۶۸ ب ( ۸ 5 همدب 

| واذاکان و ( - )سم › (م- وسم , 


أوجد طول و ب 


2 


افك ان مساحن الستطیل ۱ ه و ن 


حاف ف لن ن 


الهندسة المسنوية لوبیتال فى الرياضيات 


9 0 75 : 9 7 مس ہے 
مماسیة ومحیطیۃ مشتركتان فى نفس القوس ( ب 


VY‏ وب ۱) = ره( 2( إثبات 


ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー で で 
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کاب بط و کج و چاه بي تاج وو ساسا اجه" 
لفل الحالة الثانية لتشابه مثلثين ۱ 
$a) =) SO な と 上 "|‏ )۲۹۰2 ۱ 
الالو 5 سل رب ۱ 
پور موی ۱ 
| ومن نواتج التشابه تناسب الاضلاع كالتالى أى أنه یتشابه الثلثان إذا تناسبت أطوال اضلاعهما 
ا ٢9ے‏ 9 سوب | 
1 1 هو وب هب ۱ ۱ 
الس فى الشکل القابل : ۱ 
جع هم عر هی س( 7 ۱ ۱ 
CS‏ 
1 نم و 56A‏ ۱ 
| ومن نواتج التشابه تناسب الاضلاع كالتالى ص も‏ 
eo |‏ هو _ یو と‏ م | 
و ۶ا ۱۵ 
le 5 ۲ ۱‏ 5ص) も の‏ ۱ 
ニー × ۱ = 8 |‏ کے رس هه ۱ 
۱ ج ت7 ني »ان إ om‏ ےم من رم فان ۱ 
۱ ن۶ دمأ نم × ن ١‏ سب (۲) ۸ و س ص سح لام اب 1 
| | 
ا من (۱) > (۲) نجد آن: YS‏ 
| 9 اننا نرتب اضلاع المثلث الاول والثاني ثم نقارن بين | 
| مساحم الستطیل | ه و ن < ه و “ا ن 5 الاضلاع بالتناظر 5 | 
| = ۱ 
| =۷ ھ×ھب×إن×ن م | 
Ow‏ ۷ : فى الشكل المقابل 
| | 
۱ ب »ص ۰ ^ على استقامت واحدة أثبت أن : ۱ 
۱ اب < ۱۲سم » "+ =ب صا ۱۸سم » : 
۱ ص < سم عب س > ٩سم‏ ۰ س ص = ۱۲,۵ سم | 
| (۱) ۸۵ ۱۲ ب ج ۸ س ب ص | 
な と ()‏ ینصف < ۱ب س ۱ 
۱ ۱ 
۱ س | 
| و A‏ ۱ 
1 ۱ 
5 | 
1 ۱ 
١ 1‏ 
1 ۱ 
| | 
1 ۱ 
1 ۱ 
1 ۱ 
| ۱ 
1 ۱ 
1 ۱ 
1 ۱ 
١ 1‏ 
| ۱ 
es ee ۳‏ 1 


الهندسة المسنوية لوبیتال فى الریاضیات 


Waled_elgarhy 


| فى ۸ب س ص : 


اب ص <۱۸سم ۰ س ص = ۱۲,۵سم »ب س = ٩‏ سم 


| فی 1 (ب هه : 


اوم - شم (م- کے وت ہے 
؟) パパ _ ۱۷,۵ _ oe‏ بس ے 


ا بص _ ۷ _ 


بي {i‏ 4 ا ٤۸‏ اب 


۱ 
۱ 
ا بص ے سص ے بس 

| به اه (ب 

م ساب ص ہ ۸ بهم 

| ومن نواتج التشابه 

| وه( <س بص (= と は) ソ‏ ^ ) 
| بخ ینصف < اب س 

۱ 

| 

۱ 


مثا ۸ : فى الشکل المقابل 


۹ خم ددن 


۱ 2 ا 
آ0 5 // جم () TF‏ // مم 
} 


ات عه فس 2 سند E‏ 
5( بھ ۶ اب 
ا (ee‏ 
5( بم 5( $e‏ 


. بصم _ وھ هب 

وا اب بو 

۰ھ پھ نہ ۵۸ب 5 ٢‏ 

| ومن نواتج التشابه 

1۱ ی(<ھ بھ) = و( جب و ۱) 
| وهما فى وضع تبادل للقاطع ب 5 


الهندسة الستویة 


| ۱ب مھ ۶ شکل رياعي » ه د ب 5 حیث: 


_ ٩ 


۲ 


© ں(بھم) = ر( ¢ ) 
وهمافی وضع تبادل للقاطع به 
اب // مه 


مثال ٩‏ : ۱ب ممثلث» ۶ د بم حيث 


( 5( = ب و *< وج 
ب × و حب 5 ۲ ( مج 
آثبت أن : 


(۱) ۸ ۱ب و مهمو ()) 51 上‏ بھ 


(۲) وه( حب ۱ م) = °4٩‏ 


1 と 


((5) حب و «< وم 


$f‏ وم 
۱ ۲( 5 ع تبي وكاوم س ーー ーー ニニ ーー‏ 
بو s}‏ 
へ‏ کر 
ب ۱۱و عب 5 رمه اک ()) 
$e‏ اب 


من )١(‏ ء (۲) نجد أن : 


$e‏ ۶ اب 
ومن نواتج التشابه 


© ر( () دن( )= ۳ دوه 
۰ لب مه 

۵ وب( | (る‏ < وه(ب۳ و) 

8 ر( بئ) = وه( و) بالجمع 

۵ ۶) + ر( 4 ۶) = ر (ب ۴ ھ) 
"< وه( جب (م) = °4 


ٹوبیتال فى الرياضيات 
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ae NN‏ وس 
|أنم = ٢یب‏ ورؤسم »ون = [ سم 


| (۱) ۸۵ ۱ب ج ۵ وب ن 
| (۲) ۸ هن ھ متساوي الساقین 


افی ۸ إ ب م : 
| 3اش + ھک سم ٦٦ت‏ > اسم 
عه _ 4 ۲ ہو_٦‏ ۲ بو bo‏ ؟ 


۰ وب و ہ۵۸ (ب هب 
ومن نواتج التشابه 
8 ره(بن ) =( ب۵ ) 一‏ (۱) 
بم مؤه = (و) 

)۲(- و»(هدنه)‎ = (86 と) ソー 
: امن (۱) ۰ (۲) نجد أن‎ 
و»(ب 2 ۱) = (دوم)‎ | 


“.نه حت هاه 


الهندسة المستوية 


نظرية ۲ 
إذا طابقت زاویۃ فى مثلث زاويت فى مثلث اخر, 
وتناسبت أطوال الاضلاع التی تحتويها هاتان الزاویتان 


إذاكان 
の の‏ 
٠ ーー‏ وه(س) = وه( <() 


فان : 1 < ص س + ۸ہب | 


لوبیتال فى الرياضيات 
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Al‏ ۱ب م۸ ب =۸ سم ١م‏ سم 
|> ب د = ۱۲سم ه د ب حیث (と (= ニュ | ト‏ 

و د بم حیث ب و = ؛ سم 

| (۱) آثبت آن : ۸ ب و ه شاب (ى واوجد طول ۶ ه 
| (۲) أثبت أن أن الشکل ‏ و ه رياعي داثري 


اسم و5 ۸ سم 


افى ا۵1پ‌ه و : پ‌ه<1سم » ب و < سم 
| فى 1 ۸ب م ( : به < ۱۲ سم » ب | = سم 
بو 4 ۱ 


بم ۸ ۲ 


0 ١ _ ٦ _ به‎ 
۲ ۱ جص‎ 


+ اھ ب وه ۰ ۵ب ھ 


2 と = こと 

る と ۳‏ | بم 
فیهما اب مشترکن 
< لاي وه شاب اج 
| ومن نواتج التشابه 
| 7 
۱ 9 وه(ب؟ ه) = と) ソ‏ 4( 
| إحداهما خارجت والاخري داخلت مقابلن للمجاورة لها 
۰ هو م شکل رباعي دائري 


مثا ۱۲ : فی الشکل القابل ۱ 
اب مو = (ه) وکان 
こと の こい ニス 【‏ ءاسم 
¢ ماه = سم » ه 5 < ۸ سم 


إذا كان مھ ه سم أوجد طول ب 5 


الهندسة المستوية 


فى ال ۸ هه ( : هه < سم ٠2‏ 2۵ ] سم 
فى 1 ۸ و هب : و ه< سم » بهت ) سم 
مه _ ٤‏ _ ۱ ' اه _ ۲ _ ۱ 
وه ۸ ۲ به ٤)‏ ۲ 


۰ اب ۸ مهو < (ه) 
۰ وه(و ب) = وه(مه ۱) 
.. الاب وه لب اج 


مه ー‏ | ه 


وه يه 
فیهما } و( هب) = ى(مه () 
A ۰‏ اجه ۸ب و ده 


ومن نواتج التشابه 
علد © ےا ے کا 
وه پھ بو و ۲ 


Nw‏ الشكل القابل 


( ب م و شکل رباعي 
مرسوم داخل داثرة تقاطع 


قطراه + »ب ۶ في ه 
بم مه 

ーー كان کا‎ 3 
ム 5 5 と 

آثبت آن : 

(۱) ۸ ٢ب‏ ه سح ۸۵ 5 بھ 

)١(‏ ب؟ ینصف < مي م 


(فل 


٦‏ » د۶ محیطیتان تقابلان القوس “بم 


۰ >( = وه(ج<و) -() 


من (۱) » (۲) نجدأن: ۸ ب ھ ہ۸ و بھ 
ومن نواتج التشابه 

(۱) تساوي الزوایا 

ی۸ (< ( ب ه) = وه( <و ب مج ) 

.ب ینصف < بم 


ٹوبیتال فى الرياضيات 
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ーーーーーーーーーーーー ご ーー デーーーー 一 1‏ 
E eee 7 + ۷‏ 
|سثال ١‏ : فى الشكل القابل i‏ 
| ۱ب ۵ و د أب فاذاکان ۶۱ <۷سم ۱ 
۱ب = 2 三‏ ۱ 
و به = ۱۲سم › ھا ۱۰ سم ۱ 
۱ ب ھ دم ھدب 5 وأوجد مو ح اوه 内‏ 5 بہ ہیں محيط ) مضلعین 4 ここ‏ ابهین 
1 ۱ ات 6 e e‏ جم | ¢ ٠۰‏ 
0 اقبت أن 0 للدائرة للارة موس می سی د اتی 1 
| 3 | 
۱ الان سنت اه ۱ 
۱ وا ن سنتعرف | ۰ ee‏ ۰ ۰ ۱ 
ظ E‏ على النسبہ بین مساحتي مضلعین ۱ 
۱ فى الشکل القابل ۱ 
۱ | 
| بھ› ثلشين قائمی الزاویت 
| س ص も‏ مثلثین فائمي الزاوين في ب ۰ ص 
3 وهما مثلئین متشابھین س | 
| | 
1 | 
| | 
۱ فل 2 3 ۱ 
فى AT‏ ھب و5 : ا 7 ۱ 
ہی وز ور ات وچ ۳ ” ۱ 
کے ری » به = ۱۲ سم A‏ }ب ١ 2 A‏ ۱ 
کے ےو 4 Y‏ م نہ ۸ س ص る‏ 
三 7 3‏ کے ب بذ چم م ۱ ۱ 
بي ۱ 4 0 
| 
ا سص も oz‏ 5س م < معامل التشابه ۱ 
١ ١‏ 
と へ ۱‏ مشترکم ۱ 
ら ょ ۳‏ رخ り IA て‏ | 
۱ فیهما NE ーー ニー ーー‏ وو ہوا 5 ۱ 
۱ ۸۵۳ = ۱ 
سس ہج سس ہے 
ーー = ニー = 3‏ مه 4۵ ۲ 
Ma‏ / 3 سك 4 ۲ ۲ معامل التشابه ) ۱ 
1١‏ ى أن ho MM‏ 35 وه مھ ۰ 
le‏ = وه( <ب مو) مو لنسبت بین مساحتی مثلئين متشاد بهين = مریع ۱ 
|< کے ساب للدائرة لا بی بین طولی ای ضلعین متناظرین = مریع معا | 
۱ ثرة المارة بروؤس ۸۵ ( 5 م التشابه 5 3 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
| ۳۳۰۰ |« 
رل را 
ٹچ ببٹ >۶ -َءپ-ی-ء-ءء۰,٠ٹپٹچپثٹی؟َیب ‏ 7 : 


الهندسة المستوية 
لويبتال فى الرياضيات 
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۳٤ھ‏ 「 ョ (で‏ ) ؟*  )‏ ر ھا 
۳ھ ن ا رت ۳ 


ا العمل : ترسم س لدبم .»وص لھن 


6 『 


b 
3 
عا دا سات و‎ 


البرهان : 
A ۰‏ ( يبه ۸ و هن 
ف( ) = ر( ھ) 
ニテ ェ ーー‏ ہے (و 


٠.‏ و( ) = ر( ) = ۹۰ وه(+) <وب(ه) 
۰۰ پس نہ۸ و ه ص) 


م 
と‏ 
ww‏ 
س س س سے سے سے سے سے س سے سے س س س سے سی سے سی سے سے سے سے سے سے س سے س س س سے س س س س س hh hh‏ سے ee‏ ا 


اب _ س )0( 

٤۴ھ‏ _ ۳۲۵۲ _ به ‏ اس 
OASAT‏ وروی هن وص 

۲ 
بالتعویض من )١(‏ ۰ (۲) 
۶۳ھ ے باه پر سے اب بر ١ے‏ ۶۱)؟ 
وهی هن وص وھ وه وه 

( 2 ) 75 ( 2 ) 1 ) 
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5 ویقطع (ب فى و ۰ (م فی ه فاذا 


مثا ١‏ : ( بهم ۸ مساحن سطحه ۱۰۰ سم" رسم 


37 
وب 


مساحه سطح الشكل 5 به ه 


ڪان = فاوجد 


の 5‏ 
وه // بم 
ASA.‏ ہ۸ اب مج ム‏ 
0 ۳ھ = ای )" 

と DA て‏ ^( اب 

۳2 ) گ to‏ 
۶۴ ومع لکد اسم 


۰ الشکل و ب مه = ۱۱-۱۰۰ = ۸4 سم" 


ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー ニ ーー ニー ニー ニー ニー ニー ニー ニー ニー ニーー ゴイ 


مثا ١۸۰:۴‏ بم فيه د : Sl‏ 
۰ م 
الارة برؤؤسه » من نقطيّ ب رسم المماس لهذه الداثرة 


: مه ]۰ . ۵(۲ابه) _ Y‏ 
トン‏ بل نے سے ہس ا 


… ب 2 مماس للداثرة عند ب » بم وتر فیها 
و( هب م) = )3( 

آحداهما مماسية والاخري محیطیۃ مشترکتان فى نفس القوس 

۰ ۵ هب ب ۸۵ ه ( ب 


ی( 
فيهما ه مشترکت 


۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
کت 
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۰۰ هب م لاه اب 

۲ ۰/۶۱۱ اب‎ ۱  )ب(ه‎ (۲ 
5 (٦ (——) A 

۰ (ھھاب) N=‏ ۵ ۰ (۵هب ج) = وك 


۴ھ ۱ب) = (な ント A)‏ + ۸۵(۲ هب مج ) 
YN‏ = (۱۸بج) + دوك 
۰( ۱ب ج) < ۱۱ ۵ ٩-‏ ل < اك 
۴کھ) ے اك _ ۷ 


۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۷۷٦ ۲۵(۳بھ)‎ ١ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 


بای (۱۵ده) ے ۲ 

ننس (۱۵بم) % 

۱ 

| 

۱ 

CO ۱ 

| 9 ه 

۱ 

| 

۱ 

| شید ہر 
ム © ۱‏ 
ابه لام .هن ل اب 

| ی( ان م) ی( | や =( と 人‏ ? 
| ۸۵ ۰۵۱ ۱۸ هب 

ソ |‏ ) ان مج) ددن( (۱هب) < ۲۹۰ 
| فيهما < مشتركة 

۱ 

| 

| 

۱ 


| (۱) تناسب الاضلاع 
i‏ اك _ تھ _ he‏ 


ا لزه هب ب٢‏ 


اه _ ما 
اه بم 


! ای × اب ۶ هم ل المطلوب آولا 
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اه _ ۱۶ اٹ اه 
اه بم م( بم 


A‏ نھ ١‏ ۵ اهب 


اه _ اه 
مم بم 
فيهما < | مشترڑکت 


ھن إ ~ ۸ب مج م 
۳ ھن( — (el‏ 
۰۶۳۴پھ) م 


فی ال ۸ | نم : جتا ۲۰ = ol‏ = 


إ, APA‏ ےر اف د رک ؟ 
(A)‏ (م ۲ 3 


の し‏ 4 : بھ و شکل رباعي دائري فيه 


و مب (ه) ؛ رسم 5ن // اب ویقطع 


بم فى ن اثبت أن : 


(۱) هون نہ ۸۵ هم و 
0( ۸۳ هوی) _ ھن 
6(لهمو) ‏ هم 


به 5 رباعي دائري 2<ه ( ب خارجه عند ۲ 


.و( هب ) <وه(2) سب (۱) 
اب // ون ۰ 5ه قاطع لهما 

۰ و( <ه (ب) = وه(د<ه ون) --۲(۳) 
من (۱) ۰ (۲) نجد أن : 
وه(ده ون ) = وه( ) 
۵ ۸ هه و 


وه(ده ون ) = وه( ) 
فیهما <ھ مشترکن 
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.له ون نہ ادم و 
هو دن دن 
هم می هو 


. (۸۵هوه) ‏ ر هو هدي هن 


۳(ھھو) هو هو هو 
0 هدن 5 هو - هدن 
هو هادم شح 


٭ المثلثات ( ب س ۰ ۱ج » ب + ص متساوية الاضلاع 
۰۰ پس م۸ حبص の ムン へ‏ 


. بس( — 2 ؟ ‏ ب( 
۱ — )) 
5(۸(۴) ی (AD が‏ )0 
۳ )4 بهص) ー‏ بم ۷ = (بھ)' — (۲) 
(る も ^IA) て‏ 8ھ (AD‏ 
بجمع (۱) ۰ (۲) : 
۸۳ بس) 」 ۵(۲بحص) ‏ (اب) ر (ب‌ه)" 
8۸2۸۵۲ ۰ ۱۸۵(۲حق) ((ھ)' (م)' 
۳ػ ب س)+ ۸(۲ بحص) _ )【 (と‏ + (ب‌ه)" 
(AD (る も ^IA) て‏ 


٠ب‏ ھ ل قائم فى ب وبتطبیق فیثاغورث : 
( }2('= ) ۱ب)۲+(ب‌ه)" 
(a+ (GD),‏ 
(+ھ)' 
۰ ۵(۳ اب س)+ ۵(۳ (eae‏ = 
2PA)C‏ =( 
۰ ۵(۳ ب س )+ )۸(۲ بص ) = ۱۵(۳ھ =( 


۱۲ 
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( به ۸ فيه س د ( ب بحیث كان ( س < سم 


س ب = 1سم ١ص‏ د ^ بحیث‌کان ( ص = 0 سم 


ا 
(۱) آثبت‌آن : ۸ ( س ص ہ۸ ( مدب 
(۲) الشڪل س به ص رباعي دائري 
(۲) إذاكان ۸(۲ س ص) 


الضلع س ب + ص 


فى ال ۸ س ص :۱ص < سم ۰ (س = )سم 
فی em いと ント : っ と FAT‏ ۰ (م m=‏ 
١ص‏ _ ۵ اس 1 ۱ 


ات (٠١‏ ۲ اه م © 
۰ ۸( س‌ص ۸۰ (ههب 


wl‏ ے اس 
اب |“ 
یا < مشترکۃ 


۰ ۵ س ص ہ۸ جب 
ومن نواتج التشابه 
9( ص) =( <ب) 
احداهما خارجۃ والاخري داخلن مقابلۃ للمجاورة لها 
. س ب ص شکل رباعي دائري 

٠۵۰س‏ ص ہ۵۸ ( هاب 

0 (م‎ `` (APA) 

۱ ۸ 


۸(۳مب) 
۵۴ مب ) - “۸×٣‏ سم 
۰ 6( س ب ھص) = 2۸-۷۲۲ 4 سم" 
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| 

| 

SN ۱ 

| 

ا المضلعان المتشابهان یمکن أن ینقسما الى نفس العدد 5 2 


۱ من المثلثات التي يشبه كلا منها نظیره も‏ 
+ الضلع ( به ٤‏ نہ الضلع س ص も‏ 6 


| إذاكان الضلع ۲ به 5 て‏ للضلع س ص も‏ @ 
۱ ! وأمکن تة تقسیم المضلع الاول الى عدد من المثلثات نظرية 5 
| وأمكن نتقسیم المضلع الثاني الى نفس العدد من 
| الثلثات بنفس التناظر والترتيب للرؤؤس النسبج بين مساحتى سطحي مضلعين متشابهين 
| فان مثلثات الضلع الاول تشبه مثلثات المضلع الثاني تساوي مریع النسبت بین طولي اي ضلعين متناظرين 
۱ | فى الشکل القابل فيهما 
} 0 اذا کان ۸ ( ب هد ۸ س ص 5 فان :- 


CD _ _)+((۲‏ (بم)" _ (ھ)' 
۳۴ سص58) (سص)' (る の ) (も oz)‏ 


| 
| 
| 
| 
| 
ب ム‏ 
مساحظ ۸اه _ اب と‏ = (هر 
اب ا 7 ۲ wo Sroka‏ دوہ 
یں انم یں 
سپ ھ نہ 
/ فی الث عابل: 
| ۰ ۱۸وم هش سنہ دی الشكل المقابل 
I‏ إذا كان ۸ ( بم م۸۵ س ص る‏ 
|أوالعكس صحيح فان النسبت بین مساحتي المثلثين يساوي مریع النسبۃ بین 
۱ و منصفى زاویتین متناظرتين فيهما اوارتفاعيهما او 
! بشرط التناظر والتزتیب متوسطاتیهما من نفس الزاويت 


ای انه اذا وجد عدد من الثلثات التشابهه وتم تكوين | | 8 س 3 .۶۳ منصفان 
| منها مضلعین بحیث کل مثلثین متشابهین یکونان 


ا(فات الضلعین التشاین یکونان متشابهین 

! فى الشکل القابل 
اذ بج هس ص 5 تی مد 

GD _ (el2r . ۱‏ 
۳٣ ۱‏ س ص5( (س۲)0 
۱ 
۱ با 83 س 5۴۰5 متوسطان 
| ص 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
ا 


本 7 に 


۳۴ پھ) _ ‘(SP‏ 
۴س صا 5) (do‏ 
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٠ e ۰ ۶‏ چت 【 ۰ ۰ جھ ۰ 
8 س ۰*3 57> ارتفاعان の‏ ۱ : مضلعان متشابهان النسیت بين طولی 
の‏ ۱ ضلعین متناظرین فیهما ۲ : ۲ أوجد النسبت بین 
| مساحتي سطحیهما وكذلك النسبة يبن محیطیهما 
と 8 9 の‏ ۶ م مساحة المضلع الاول =) طول اى ضلع فى المضلع الاول 1 
مساحة المضلع الثاني طول الضلع المناظر له فی المضلع الثاني 
= مساحة المضلع الاول ے ٠‏ 9/ع _ ٤‏ 
۴س ص5) (Gy)‏ ھا اھر 


چم امس نے طول ای ضلع فى المضلم الاول E‏ 
محيط المضلع الثاني طول الضلم المناظر له فى المضلع الثاني ٠‏ ۳ 


(۱) النسبت بین مساحتي سطحي مثلثین متشایهین 
تساوي مریع النسبي بین طولي ای ارتفاعین متناظرین 


مثال ؟ : مضلعان متشابهان النسبن بین طولي ضلعین 
متناظرین فیهما فیهما ٢‏ : د فاذا كان مجموع 
مساحتي سطحیهما ۱۷۰ سم" أوجد مساح كلا 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
اپ (۱۵به) _ GD‏ 
1 ۱ 
1 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
اہ 
1 
all‏ 
1 
| 


۱ 
| تساوي مريع النسیہ بین طولي ای منصفين متناظرين كد =( = سے مر <۹ 0 م ےہ) ك 
I‏ 
۱ 
I‏ 


جم 


۱۷۰ ۶ +, ١ 


۷۰ < النسب بین مساحتي ای مثلثین غير متشابهین وك + له = ۷۰ ے :۲ له‎ )(]١ 


| 
أتساوي النسبہ بين ای ضلعین فیهما × النسبن بین 
|الارتفاعین الناظرین للضلعین 

る ۱‏ هد e‏ ج دا ۵ を hve © る‏ 
| )0( النسب بين مساحتی مثلثين غير متشابهين 
|| ومتساویین فى القاعدة تساوي النسبت بین الارتفاعين 
المناظرين ٹلقاعدتین 


ل = 1۰ ده 
٢٢‏ س 


مساحت‌الاول = ۱۳ = ۹ ك = ×٩۹‏ ۵= ۵) سم" 
مساح الثاني = ۳, = ۲۵ لے = ۲۵ × ۵ = ۱۲۵ سم" 


E 
یں 5 بی + و مھ يو‎ ۰ | 
سم' وطول أحد اضلاعه ؛ سم وکان طول الضلع‎ ۱۹١ || | النسبة بين مساحتي سطحي مثلثين غير متشابهين‎ )1( | 
|ومتساویین فى الارتفاع تساوي النسبة بين القاعدتین‎ 
(]الناظرتین للارتفاعين‎ 


الناظر له فى الضلع الثاني = سم أوجد مساحہ 
الضلع الثاني 

|(۷) النسبت بین محيطي ای مثلثین اواى مضلعین الیل 

ا|متشابھین تساوي النسين بین طولي ای ضلعین 


ایی شد 
أمتناظرین فیهما = معامل التشابه 


مساحة المضلع الاول =) طول ای ضلع فی المضلع الاول 1 


مساحة المضلع الثاني ٠‏ / طول الضلم المناظر له فى المضلع الثاني 
سس و[ 
مساحة لمضلع الثاني | م ۲ ۸ 


لكات ( )= سے م, = × ۱۹۱ = )۷۸ سم' 


سیر سد ی چس یع جعہد ーー ーー‏ سے ہس سے س س س 
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| مرسومي على اضلاع مثلث ( ب م 
|| مساحت سطح المضلع س = ۲۷ سمأ 


| مساحت سطح الضلع ص 2 4۸ سم؟ 
| 
| مساحت سطح الضلع も‏ = ۱۷۵ سم 
| أثبت آن ۵ ١‏ ب ھ قائم فی ب 


8 المضلع س نہ المضلع ص نم المضلع‎ ٠.٠ 
الضلع س) = رئا‎ (۳ ۰ 
۰ھ‎ (も الضلع‎ (۴ 

۷ ے ب( 

リー '(AD ۱٥ 


て 7‏ ) الضلع と ) = (oe‏ (' 
۳ الضلع 5( 8ھ 
۸ _ (ب‌ه)" 
9ーー '(eD ۱۵‏ 
بجمع )١(‏ ء (۲) نجد أن : 
٩ ۷‏ ے CD‏ (به)" 
7یہ MT‏ (ھ)' 
۷ے ۷ ے (اب) "+ (ب‌ه)" 
۷۵ ۷۵ (ھ)' 
ے (اب) '+(بجھ)' 
((م)' 
(ب)'+ (بم)"' - )}2(‘ 
۰ ( ب ىه قائم الزاوین فى ب 
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مثال ۵ : ١‏ ب مثلث قائم الزاویت‌فی ١‏ رسم 
ムン 上 |‏ فقطعهافی ۶ , رسم المثلثان المتساويا 
الاضلاع ( به ٣م‏ ن خارجالمثلث ۱ب 

: أن‎ こう 

(۱) الشکل الرياعي ١‏ ۶ ب ه ‏ الشکل الرباعي م و ١‏ ئ 


(“os ) 0‏ _ بو 


27 موای) هو 


لب )= ۰ و لدبم 
وب( - 5/۸ اه سس (۱) 
. با او _ بو 
" اج ھی و سس تب 
۰ هب ۰ ۱۸ من متساویا الاضلاع 
۰ هب A r~‏ هن سب (۲) 
اب یناظر + (i)‏ 
من (۱) ۰ (۲) ۰ (4) نجد آن : 
المضلع ( ۶ به نہ المضلع م و إن 
ومن نواتج التشابه : 
©( الضلع _اوب‌ه) ے (بع)" _ بو پر بک 
۳( المضلع جوای)  GD‏ و sh‏ 
ے کم اک ٩‏ 
از مو $2 


سید بت بت سس تپ سد سد سد سد سد e‏ ۸ ۸ ۸ سس س س س سید س س س س س س کے سک س کے یر س س کس س س س س س س س س س س س س ا ا ال ااا س س س س س س س س س س س س س س س س س س س سید سید سد س لد س س 
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۱ 
اترریب ١‏ : فی الشكل القابل 


| اب و متوازي اضلاع ۰ه د أب 
| 
احيث ث = ۵355.1 هب = (ن) 
| هب ؟ 

| (۱) آثبت‌آن : ۸ ۶ من ہ ۸ھ ( 5 

ای 2A‏ ( 
٣٣ء‏ دی 


A ب‎ © 


ترریب ۱ : ١‏ بم : شکل رباعي فيه 


ب ھ7 ۷ سم | ب > ١١‏ سم ۲۰ و > سم 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
| »5 = اسم ( 2 ۱۸ سم 


| آثبت أن : 
۱ ۸+ ھ ۸ ۱ وهم ثم آوجد النسیت بین 
| مساحتیهما 
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چھ‎ 3 4۵5 ١ هو 4 مه‎ I 
تطبيفات النسابه فی الداثرة عکس‎ | 
| 
ب ٠م 5 فى‎ ١ او إذا تقاطع الستقیمان الحاویان للوترین‎ 
مس(‎ | 
هه < ه و‎ = OAXA ١ اد نقطت أخري ( ه ) وکان‎ 
إذا تقاطع الستقیمان الحاویان للوترین | ب ۰ 5 فى | | ]فان النقاط ۰ب ۰ 5 تقع على داثرة واحدة‎ | 
أنقطت ( ه ) داخل الداثرة او خارجها فانه یکون ویکون الشکل ۱ب 5 شکل رياعي دائري‎ 
ه ۲« هي = مه ه و‎ | ۱ 
۰ عه‎ aA ۰ I 
فى الشکل القابل :۔ فى الشحکل القابل :۔‎ | 
(ب م مو < (ه) بر يك ع‎ ! 
5 کلم‎ ۱ 
0 と 7 3 
إذاكان ۱ ه×هب - مه« هی فان النقاط‎ 
تقع على داثرة واحدة ويكون‎ ۶٠٠+ ب٠‎ ム 7 
سے الشکل | بهم و رباعي داثري‎ 
آذکر جمیع الحالات التي يكون فیها‎ 
إلى درم م هدوب لماذا؟ الشکل ۱ب م 5 رياعي دائري ؟‎ 
: ومن نواتج التشابه‎ | 
هم (م مه هم ههه سے‎ | 
4۱ هو وب يھ هو بھ ننيجة ؟_ < عاس نتيمة‎ ۱ 
| 
)( [= 25 ٥ب١ فیکون : (ه»“اهب- هه ۲« هو اذاکان‎ | 
آی آن : وکان (اب)' ۱ء (م فان اب یکون‎ ١ 
5 إذا تقاطع وتران داخل الداثرة او خارجها فان حاصل مماسا للداثرة المارة بالنقط ب » م ؛‎ | 
ضرب جزئی الوترالاول يساوي حاصل ضرب جزني‎ | 
: الوترالثاني فى الشکل القابل‎ | 
| 
| 
۳۳ 


| إذا رسم من نقطة خارج الداثرة قاطع ومماس للدافرة 
أفإن حاصل ضرب طول القاطع فى جزنه الخارجي 
|ايساوي مربع طول الماس 


| 

| فى الشكل القابل と‏ 
سيد ہس 
ا عند النقطح と‏ | 


5 م قاطع لهافی ۶ ۰ م 
۵۸بھ ہ ۸( وب 


ومن نواتج التشابه : 
ef‏ بھ مه ! ب هم( 
ーー‏ ہے ニーーー‏ سد ہے ーー ニーー‏ 
۶١‏ وب بم ٠5و‏ بم 
لذا فانه يكون : 


(اب )2۲ و x‏ رم 


الهندسة الستویة 


|ذا کان (۱,+)۲ = د × ( 5 سےا 
فان : ۱ ب يكون مماسا للدائرة 
ا مارۃ برؤؤس المثلث بم و 


أذكر جمیع الحالات التي یکون فیها ۱ ب مماسا 
للداثرة المارة برؤؤس الثلث ٩‏ 


"دس سس ت سس اس ساسا ساسا ساس ساسا اس اس اس سس سس سا سا سس سس اس سا سا اس اس سا ا اس سا ات ساس ا سا سا سم سا سم تست رج تست سس سس سس سس سس سس سس 
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に 
| | 
ال عن ةا‎ 
| の Y= と て ・ م< ۱۲سم + ود أب حيث (< )سم ل حم م (دوك‎ | 
۱ فة اض حت الح اتن اب52۵0 <(۳) ۰ داخل‌الدا‎ 
80 ۴ الشكل ۶ به ه رباعی دا نر نوہس‎ | 
“ابم وڈ هم ۲« و‎ ーー | 
٩ ) »اواك‎ ۲ . | 
n= ۵ ۲ | 
۱ | 
۱ "۲۷ - سم ل‎ ٢ 7 - سے لا‎ 0 | 
| ۳ ۱ 
۱ ۲۲۷2 ۰ YVY= ィ と 1 5 
۱ ١ | 
| ۱ 
| اب م مده = مم دس ج وحح‎ 
| و وتران فی دائرة متقاطعان‎ ۰ ب٠‎ : ٤ مثا‎ ۱ ۲٢) 1 
0-, سم‎ 1۰ ×۱٥ ۲ب‎ ۶۱ 8 | 
| » آق امد امع 1.۱ ۲ فى ۲ فإذا كان | ۲ = 1 سم » ۲ ب ت ۲,۵ سم‎ 
۱ SC ۰ نز م و = سم » أوجد ج م‎ | 
776ھ‎ 
| ه رباعي دائري‎  ب‎ 5 ee 
۱ | 
| ۸ < أ يمكن اثبات الشکل باستخدام التشابه حيث م ۲ + ۲ و‎ 
۱ وه ہ۵ ۲مھ لماذا ۴ ه ۲ < ۸- ۲ و‎ ۸ | 
۱ | 
| | 
| | 
م‎ 

1 ۱ 
۱ م _ | 
اعم 5 ٠.‏ بدك <(1۳ ۲۰ داخل الداثرة 
اس کے ےد یہ ۱ 
1 ۱ 
۱ (۸(۔٤)‏ ۲۷ و = ۲,۵ *1 ۱ 
جس سس ۸ -)5¢(" ۶ ۱۵ ۱ 
۶۷ھ ۰ ۲ > ۲ داخل الداثرة ) ۴ ۸-۲۶( ۶) +۱۵ =‘ | 
ニ 了 トマ で x で と … |‏ ۵ ۲ ۲ ۲ و =‘ | 
$C) )۲ - ۶۴ ( (xY = x |‏ - ۵) | 
| 1 ۳ 5 ٭ ۲ سم أ ثم و mo=‏ 
| سے ؛) س - 1 سے نو این ニ パ ー 人 ニム‏ ۵ سم م 2 ۵0-۸ < ۲سم | 
| | 
1 ۱ 
۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

| 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

1 
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| ھ = ٤‏ سم 


أأوجد طول ه و 


| 
ا م5 - (ه ) ۰ ه خارج الداثرة 
| .ه۶ ×هم = هم × PA‏ 

| ویفرض آن‌ه و = س 
أحمهولاهم - hax と A‏ 
| س(س )٩+‏ << (۱+ه) 
| س ٩+۲‏ س 2 ۲۱ 

| سآ+۹س-۳۱< ۰ 

۲ ۱۱ ( )ہے 

パニ の ۱‏ ・ س < ١‏ مرفوضنٌ 

| 
۱ 
| 


هو > ۱۲ سم 


'أعثال | : ١‏ نقطت خارج الدائرة » ( ب مماس للداثرة 
el‏ ب » ۱ م قاطع للداثرة عند م ۰ 5 فإذاا كان ١‏ 
راو <٩سم‏ ۰ وم - ١1‏ سم أوجد طول اب 


| 
| 

| 

| 

| 

| 

١ ۲‏ ب مماس للدائرة عند ب » ۴ ك قاطع للداثرة عند هب » 5 
(と 1)… 1‏ = هو 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


(1+4)x4= (と | ) 
۲۲۵ = (ox4 = (と | ) 
مس١‎ ٥< (ov= اب‎ 


OG‏ ۷ : داثرتان متقاطعتان فی ۰۱ب رسم مماس 
مشترك يمسهما فى س ؛ ص فاذا كان 
۳ب ضس - (م) 


أثبت أن : م منتصف س ص 


الهندسة المستوية 


ص 
6 
ぴる で‏ مماس للدائرة ” ۰ب قاطع لها عند ( ب 
> (مس)۲<م إ×محب --(۱) 
هص مماس للدائرة ن ۰ب قاطع لها عند ٠ب‏ 
(حص) دم(لامب —)( 
من )١(‏ ۰ (۲) نجدأن: 
( مس )= (ea)‏ 


مس = ھص ۰ こっ いく へ‏ س ص 


مثال ۸ : ١‏ نقطن خارج الدائرة ۲ ۰ رسم من ٠‏ 
قطعتان مماستان تمسانها عند ب ۰ + ورسمت イト‏ 
فقطعت به فى ۶ ۰ ورسمت ‏ ه قاطعن للدائرة 


فى › ه 
آثبت أن : ه ۲ 5 و رباعي داثري 


پچے 


か 
العمل : نرسم ب ۲ نصف قطر‎ 
: البرهان‎ 
لت ساس للدائرۃ ۴ هند بء ٣ے تف قطو‎ 
= (PEC ھب ل ۲ب‎ 
بم وترالتماس‎ A مماسین عند ب‎ ۶ ۰7 
لايم‎ CF 
۲۴ یو( ج )= ° »بو‎ 
۰ب 6 ( ہ۵ وب (م‎ 
)۱( لبج = ۲۲۷۲ ل‎ 
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من (۱) ۰ (۲) نجد آن: 


(と | )‏ ۲۶۶۲ 2 و« (ه 
۶ ( 5 ۳۲( ۲ = ( و > مه 
٣ ۰‏ هو رياعي دائري 


|(۱) ۱۵م و ۸ ( هب 
Ch‏ اب .۱ج حب و . وم + (sh)‏ 


| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

۱ نصف ‏ ب (م ی۔(ب [م)-ن( ۱ ۶) 
۲ ھھ »ده محيطيتان مرسومتان على القوس ١‏ ب 
ا y= NY‏ 
به ۰ھ 

ا ںہ (م) دنه و) 
!فیهما رل (<ھ) = ره( <م) 

| 

ュー ニュ ニー ニョ ニー! هی ۱۵م ے‎ ۵۰ ! 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


اب _ ۱۸ 
!ىم هم 
 (‏ <( ( ۶ + و ه) ۱٣ب‏ ۰ھ 


چو د قامس اف ساس 


(۱ )+۶۱ وه < ×اإمت۔۔(ا) 
ana}‏ =}$5{ 

هب 5 < و له < ۱ ۲ و ه 
بالتعویض من (۲) فى (۱) 
)『5( +ب و < و < اب مه 


(1) 
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إذاكان : 
ا هى از ای ا 
0., اب پھ = ۷ 5ھ 
(0) ھت ند 
ب( ^ 
سه فان هو // と‏ ^ 
۰ ال ۰ فاته < 1 > ۱ الها وهذه النظرین تأتی کنتیجن لتشابه 
اليم لضلعين خرين فانه یقسمهما الى قطع اطوا المثلثين ۱ هو » ( بم 
| 
| ۰۰ وه 
| فی الشکل القابل : نظریه نالیس العامة 
| لذاکان هی // بم فان : ETT ETT anti‏ 
۱ اه ہو هي |ذا فطع مستقیمان عدة مستقیمات متوازية . فان 
کر جج يم أطوال القطع الناتجيّ على أحد القاطعین تکون 
۱ رم رھ_ ۶۱ متناسبت مع اطوال القطع الناتج3 على القاطع الاخر 
SE |‏ یہ .9 5 
هب ۶ھ 5 5 
۱ رم ہے یھ فى الشكل المقابل :- 
le ly !‏ 5 ررك م 
۱ هو _ ت ہی 
اب بم $2 
هص _ پا هی 
١م‏ بو و 
| 
| فی الشكل |لمقابل :- __ 
۱ نوہ ود / 4 6 فان : إذا قطع مستقیم عدة مستقیمات متوازي3 کانت 
コ (١)‏ ہے أجزاء القاطع الحصورة بين هذه الستقیمات التوازین 
۳ ۲ متساوية في الطول فان الأجزاء الحصورة بینها لأي 
7 تل فى |لشکل |لمقابل:- 
0 بن امم 
عکس نظریة ۵ // rg‏ // 9 
| ب <ب مه < مه و 
فان 


الثالث 
فی الاشکال الاتین : 


0 5 
۱ إذاكان : 
۱ پ۵3 // rd 49//Y9‏ 
۲ ھب _ ど と‏ _ ا 
إب بم مو 
7 م ب م 


ا سس نس تست رر رر اس ا سس اس ا شش سس اس ا رر شر شڈ تست تست اس تسه اس ن سس سس سس سس 


| 
| 
۱ 
| 
| 
| 
| 
۱ 
| 
| 
| 
۱ 
| 
|| اوالخارج الى قطع اطوالها متناسبۃ فإنه يوازي الضلع | | هنیس = م ی 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
| 
| 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
۱ 
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1 1 
۱ مثا ۲ فی الشكل القابل 
۱ اب // 52 ۰ ١‏ ؤيقطع ۱ 
۱ عه سا کر سم ۱ 
۱ > ب ه = سم ۱ 
۱ ۷ | 
۱ مه < ۲ سم ۱ 
| آوجد طول ۱ 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
۱ ( ه 2 2۶1-۱6 ee 人‏ 
I ۱‏ فی الشکل القابل ۱ 
に 2 ۳۹ 0 る‏ 
۱ ( بهم ۸ قائم الزاوین‌فی ب فيه ۱ب <۹ سم › ۱ سثال) ٤‏ : فى الشکل القابل 
لا ۱۲سم » و درت بحیث ۱ و <۲سم (بم 4 فيه و د ب » 5 : 
| سے رر ١ ーー‏ | 
فی ه 8 ET‏ 
نت ورد و | 
۱ 1 ۱ ۱ 
| أثبت أن | 
| |أوجد طول كلامن > لاب ۱ 
Oc}‏ ۱ 
| | 
| | 
] ] 
で ۱‏ | ھ قائم فی ب ومن فیثاغورث | 
| (۱ه)۱(<۲ب)+(ب‌ها ۱ 
! ۱م ,۲۱۲۱+ ,۱۵۱ +۸۱ <م۵1؟] < دا 
۱ » ۱ 
ه 5 2 گی لا بے لاگ 
TT‏ ام اب の‏ لم SS‏ 
۱ 
| | 
| | 
| | 
1ء | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
! 
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۱ _ اگیلال -- 
| ان 

فی ال۸ ب و5 

س ‏ // 5١‏ گی کوب( 
فی ال ۸۵ و بم 

ؤس // وج سل کوب () 


من (۱) ۰ (۲) نجد آن : 
بس با .رص // | っ‏ 
یت شش ےر 4 إلى 


هو //م تب ہت سس 
と / ro‏ + 2 ا () 
mo‏ هدجه 

ت2 و ۳ // بم 


مثا ۷ : ١‏ به ۸ فيه ۶ د ب م بحیث 


مه فقطع اب فى س رسم و ص // 3 
فقطع ١‏ ب فى ص أثبت أن : ١‏ س - ب ص 


الهخدسة المستوية 


بو به 2ه د 1و بحيث هكم ( و۰ رسم 


TEY 
اس _ اھ ےآ‎ ーー 
ا نل(‎ Fe // سوه‎ 
فی ال ۸ س ب مم‎ 
)( ص5 // رد > کد‎ 
: من (۱) ۰ (۲) نجد أن‎ 
9 اس ے بص‎ 
ص‌س بے كوي‎ の の 
مثا ۸ : فی الشكل القابل‎ 
اب ج فيه ۶س // مم‎ 
اس.اص _ ب5.5م‎ 
اب.اج (بو+وم)'‎ 
(の 
リー デュ = پر‎ うん وس‎ 
ETE وم‎ + 
ムン 2 


بضرب (۱) ۰ (۲) نجد آن : 
اب بر の‏ ی بو 
اب مھ به 

(س.اص ے 5.52 
ょ [と |!‏ (ب‌ه)" 
8 اس.اص) ے ب5.5م 
إب اھ )25+5¢(‘ 


先 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
۱ اب هب‎ 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
ولکن بم < ب و + ؤم‎ 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
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1 كمد عت 20-12 EE A iets a‏ 
سل : فى الشكل القابل ۱ 
۱ 【 
۱ 
۱ ۱ 
| ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
| ۱ 

と 
5 | 
1 0) تہ اد وه ريم د‎ 
_ * NE 
۱ ۱ تالیس)‎ の | /ھ // هن‎ | 
20 ها . أت‎ と の 5 … x ۱۳ _ مه‎ 
ا م مهب سو‎ 
۱ من (۱) ۰ (۲) نجد أن:‎ ۱ 
۱ ه‎ + ۰ “° ۰ ۶ ۱ 
ا دام ا‎ sana do 
۶۱ // ادن //به‎ 
۱ بم ۰۸ن منتصف بم » فرضت‎ ١:۱٢ ]اه موه سثال‎ 
ーーー سے‎ ーーー 2 35 سم ؛ ه = ۵ سم‎ = 
آب‎ // の も رسم‎ (も ) عوسی نقطة على آن‎ 
| // の も ویقطع بم فى س ؛ ورسم‎ : ] 
| ویقطع ب + فى ص‎ 
ال (۱) آثبت‌آن : سن = ص ن‎ 
سے ساس‎ a ہے سوہ‎ (۲) *1 // ょ と // ا ھن‎ 
| ー هو _ وه 0+0 بجھ آثبت‌آن س‎ . | 
۱ と < < کے سح ( تالیس ) ثبت ان ص‎ ] 
1_ هو ه‎ 。 | 
۱ ۶ of 1 ۱ 
x _ 1*1 _ 。 
۱ ود رڈ‎ 
۱ | 
| | 
| 
۱ ۱ 
|عثال ۱۱ :۱ب م۵ فيه و د اب‎ 
ーー س‎ ーー | 
وق وش ی‎ ん ん た の | 
۱ ویقطع ١م فی ن‎ うと // اأرسم كن‎ 
۱ [أثبت ان : ((ه)"' - زم« ان‎ | 
۱ 
۱ ۱ 
| | 
۱ ۱ 
| | 
۱ ۱ 
1 ! 


اءما :ا۹۷۷ ۹۹۷۳7 
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من ١ )١(‏ (۲) ۰ (۲) نجد أن : 

اسا どら‏ ے وس - 

5 7چ رھ ن ص 
واذا كانت 5 نقطة تقاطع التوسطات 
فانه من (۲) » (۲) : 

وس 858 ے ا یں ! 

2 < ےنس < نب - 9( 
٥ص‏ _ فلا ۱ رو كل وشت 
っ 。 の‏ 7 < کم وين وم )0( 

بجمع (4) » (۵) : 
نس + وص = وب + نام 
= + (وب +نم) 

س ص << ب هه 
سثال) ۱۲ : فی الشكل القابل 
م 5 // | と‏ /لدن 8 
ن = ۷,۵سم » م ب < سم 

(ھ 0 ۷,۵ 

ニーー < 一 
مه‎ 1 4 

ے ×۵ ے ! 
28 وچ ۳۳م 
© م ھک "イェ ーー‏ 
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منصفا الراویه والاجراء المتناسية ملاحظات مهمي : 
(۱) إذاكان اب = a}‏ | 
وكان. ck SF‏ 
<( من الداخل فإن: 
57 ینصف القاعدة 


۳ 
ويكون عمودیا علیها ٠‏ 
| ن متوسط فى المثل* ن ارتفا ع ای 
فى الشکل القابل :- 1 ی يكون متوسط فی الثلث ویکون ارتفاع ایضا 
إذاكان 5۲ ينصف<( فان :- () إذاكان مب > (ه فان حم ب و > وم 
ب بو 
سے ار (۲) وإذاكان ب <(م فان سے بو < وم 
ب ٤٤ھ‏ (ه × پ٤‏ 
と‏ (؛) إذاكان ( ب = ( م ۱١‏ 
) 【 
وکان 7 5 ینصف IS‏ 
فى الشكل المقابل.. 「 من الخارج 


فان : 7 5 // بم 


إذاكان 
1 ید ینصف <| © ム‏ 
فان :- 
باب | * | أىانهدائما فی حالۃ التصف من الخارج یکون الضلع 
ام وم 3 الذي يقع فی جهن النصف هو الاصغر 
と メ ム トニ ム 5X ト と‏ 5 
ー‏ ه )1( النصفان الداخلي والخارجي لزاویۃ رأس الثلث 
ائبات النظرية یکونان متعامدان 
〇‏ 
العطیات : بم ۸۵ ء 
7 ینصف< ۲ من الداخل 

الطلوي : > _ >5 

° ام وم 
العمل : نرسم مھ // ۶۴ 
ویقطع ب ۲ فی‌ه - と‏ 
البرهان سر مہ و 


… ينصف ذب هھ ۰ 2۱ ۲ 一‏ )0 
٠.‏ 57 // 2 ۰ه (ه قواطع لهما 
۰ 25 < <۲ بالتبادل - (۲) 
۱۲ << ؛ بالتناظر - (۲) 
من (۱) ۰ (۲) ۰ (۲) نجد آن: 
۲ جح … ュ Aa ト = ム ト‏ 


٠ھ‏ ینصف دا من الداخل 

“.ىن (ب 7 ه) = ى(م 7 ه) = س 
٠‏ ينصف < ( من‌الخارج 

بی (م 7 ۶) = رد (و 07) = ص 
(دبجن .ل( ب( = ۱۸ 
ب۶ س + س + ص + ص = ۱۸۰ -ح-ه ۲ س + ۲ ص = ۱۸۰ 
له وم | っ‏ وم وس + ص = ٩۰‏ (ه لو 


الهندسة المستوية لوبيتال فى الرياضيات 


س ب ا ا ا ا ا ا ا ا ا س ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ت ت ا ا ا ا ت ت ص س س س س he‏ 


۷/0 


1 ۱ 
|| مثال ۱ : فى الشكل القابل Ow‏ ۲ : فی الشكل القابل 
| 1 
|| ب = )سم »ب مج < و سم 5 
| 
ニム 『‏ 1 سم 
۱ 57 ینصف < | من الداخل 
ا| أوجد :ب و » 5 م 5 | 
۱ 
en ۱‏ 
| جه وإسم سه 
۱ 7۴ ھ منصفان ١<‏ من الداخل والخارج على 
کر فلاب زم . _ بو الترتيب وكان ١ب‏ = ۱۲ سم . (م < سم » 
۱ 1 (م وم بم = ۱۵ سم » أوجد طول ب 5 » و ه 
اب و + وم <ه هعومد و ابو ۱ 
۱ | 
ES‏ ۱ 
ہے و 07 3 
۱ 3 ینصف へ‏ ・ الداث ف i‏ ک2 ۱ 
۱ 1ب ۶ = ۲۰ -أب5 ب ۶ + وه < ۱۵ حه وهم وا ب 5 ۱ 
| ابو +وب و۲2 سے ۱۰اب و ۲۰2 با رجف لم ۱ بک | 
۱ (م وم ۸ ۱۵-ب5 ۱ 
۱ که ربو ۱۲۶ (۱۵- ب 5 ) 
| ۸ب و ۶ ۱۲-۱۸۰ب ٤‏ ۱ 
| ۱ 
۱ ۸ب 5 + ۱ب 5 < ۱۸۰۱ ۱ 
!| مثال ؟ : فى الشكل القابل س ۱ 
| نصف ×| من الخاد | 
۱ 57 ینصف | من の‏ سرع وت ا کوس | 
ای و ره تم ۳ ۱ 
۱ .م 5 = ٩-۵‏ >[ سم ۱ 
۱ | 
N ۳ |‏ . بم بش | 
۱ 7 ینصف ۱ من الخارج ان فت ۱ 
| به < ۱۵ + هه 
| ب( به ۲ ۱۵+ هم | 
۱ سل ل ہے ニー‏ | 
۱ اب هم ۸ هدم | 
| ۱ 
Te‏ ینصف < من‌الخارج . با بو AAA+ =aAAt‏ 
e |‏ ۲ ۱ ه هم - ۸ ه حب < ۱۲۰ | 
| ه هب < ۱۲۰ کڪ هم < ミー‏ ۲۰ سم | 
ا بم بو _٦‏ بو 3 | 
| اه وم e+ と A‏ هش کج ۱ 
۱ = ۰ شار = سم | 
۱ اب 5 < 1ب 5 + ۲۰ .هك و م + مه 2 1+ 2۲۰ ۲۱ سم | 
| ے ۸ب 5 ابو = ۲۰ 
١ |‏ | 
۱ ۲ب 5 = ۲۰ حم نوك 1 2 ۱۵ سم ۱ 
۱ | 
| | 
| ۱ 
| 1 
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ーー ニー ニー ニー ニー ニニ ーー ニー ニーー ニ ーーーー ニ ーーーー ニ ーー ニーー ニ ーー ニニ ーー ニー ニー ニーーー ニ ーーー ニ ーー ニニ ーー デー ゼーー デ ーー ニー ニュ 


مثا ٤‏ : ب + و شکل رباعي فيه بم = م و ٠ب‏ < اج 2 بم د مو 


رسم SoA‏ نصفت < ( م و بمنصف 
لاقي ( 5 فى ص 
أثبت أن の の‏ //$0 
مثال 1 :۵ ۲ ں۸ فيه ك منتصف 


ینصف ال OC‏ ويقطع ل の‏ فى 
أثبت أن : 
6ل × سك = كن ×ل س 


۸ ۱ب م فيه ( ب = مب و دب 2 حيث 

بم هو ・ の と‏ ینصف < ہم 

م ص ینصف < ( م و 

أثبت أن س ص // و و م قطرفى الدائرة ن ۲۰ د للدائرة » 
۳ ینصف ذب م ١‏ 


بهم بو 
اط لاق و کک ے سد 
ہے ای Ia‏ 35 
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۰ ینصف‌ دی( EE‏ 0 “(ب<(م )=( -۱) 
٠×‏ ب 5 مماس » ب ١‏ وتر 
۰ وه(<وب ۱) < وه( 2) —() 
من )١(‏ ۰ (۲) نجد أن 
وه( <(ب م) = وه( <وب ۱) 
٦‏ ب ۲ تنصف < و بم 


۰ هه قطرفی‌الداثرةن ۳5۰ ھ محيطية فی نصف دائرة 
۰ مهم ۶ ۹۰ وم ل مم 


٠ھ‏ ينصف 5“ من‌الداخل » 65 ل ٣م‏ 
“.© 5 ينصف < ۲ من الخارج 


5 と "と 
۱5 _ كج‎ . リー ا ب‎ 
6ه اه‎ 7 ۷ 5 力 
コーン من (۱) ء (۲) نجد أن : 0 0 او حم‎ 


وب × اب ےس بھ ٤×‏ 
مثا ۸ : فی الشکل القابل 
5 ه // な と‏ › 
س ینصف د و إه 
أثبت أن 
の 5‏ وب 
E (۱)‏ 
۵(۴(وس) _ اب 
۳ھس) (م 


س ه هدام 


مثال ١ : ٩‏ به مرسوم داخل دائرة فيه 
م ب = ۱ ء رسم المماس ب 5 من النقطت ب 
على الدائرة فلاقي 2 ۲ فى 5 

أثبت أن : وب × (ب = و( × بھ 
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トー ニニ ニニ ニュ 1‏ 
| عکس نظریة آثبات طول النصف الداخلي 
۱ فی الشکل المقابل ١‏ بم ۸ فيه ١‏ ۶ ینصف اب ۱م 


من الداخل 
الضلعین الاخرين فان الستقیم الاربراس الثلث وهذه 
النقطت ینصف زاویت الرأس من الداخل اوالخارج ۱ 


۰۰ ینصف دب ھ بہ(ب آھ)-حی۸(ھ (و) 
| إذاكان: 3-۴ او ب (2اوم- (م ےو | هه محيطيتان مرسومتان علی‌القوس "[ب 


> ل(‎ = (NY: 
فان : 57 يكون منصفال < من الداخل اوالخارج وه (<ه) = وه( <ه)‎ | 
SPA وت ش۵ بھ‎ | 
| 
) نصف الداخ ں(حب (م) = ندم(‎ ۱ 
١ |: طول النصف الداخلي‎ )۱( | 
خي فیھما ل (<ھ) = ن( <ھ)‎ ۱ 
PA وہ نی اب به‎ 
إذاكان ۱ ۶"ینصف ۰ب هم ۸ وم ے او کم ھا‎ | 
1 منالداخل فان : ا‎ ト 
طول المنصف الداخلي وہ تھے یو ایس‎ 
أ كانت اللا كت ( و( ۱و جوه) اب ۱اه‎ 


| دمأ اب هب و ^x‏ (۱و)۲+(و وه =| 一 一 = ト * と‏ () 


۰ مهم بم =}$5{ 


(۲) طول النصف الخارجي = “. ب و < و همح و ۲ و ده )1( 


فى الشکل القابل :- ۱ بالتعویض من (۲) فی (۱) 
إذا كان ۲ ینصف (۱ )۲ +ب ء < ۶ م < (ب ۱ج 


) ۶۱ )۶ب مه -ب 5 وم 


فان : سس سس 
طول النصف الخارجي 5 5 مو تمأ اب < اه بو *<5 مب 


۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ ح ‏ من الخارج 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
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i 1‏ 
مثال أ (به ۵فيه وب- ەسم جاسم | 
| | 
۱ »بم = ) سم نصفت الزاویتان |( と‏ بمنصفین ‏ | 
۱ 5 : ڪڪ | 
| تقاطعافی ۲ ورسم م ۴ فقطع ١‏ ب فی 5 آوجد طول || 
۱ ۱ 
ا u‏ _ حلا من ( ۶۰5۶ بپ ۰ و | 
| 57 ینصف <۱ › | 
| به ینصف اب ۱ 
۱ ۱ 
SF ۱‏ مبه < (ه) ۱ 
|“ مدهو 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
|| مثال ۱ ۱ب ۶ شکل رياعي‌فیه ۱ب <1سم ۱ 
| به < ٩‏ سم هو <٩سم‏ » ( و < سم ۱ 
|| 1 ینصف< ١‏ ویقطعب 5 فی ه ۱ 
| ےت 一 一 テキ‏ ا ویج キーーー‏ | 
| (۱) آوجد قیمئ س ۱ 
۱ هو 1 
۱ ۴ ینصف ذب » ۴7 ینصف د ١‏ | 
۱ ۱ 
A いい |‏ ینصف × م | 
۱ ۱ 
مو سے Lo‏ ۱ 
۱ هب وب ۱ 
۱ ۱ 
۱ ( و + وب <ه حه 5 < 5-۵ ب ۱ 
۱ و 1 ۵-وب | 
PO |‏ ع | س = ۱ ۱ 
1 هب وب ) وب | 
۱ وب = ۲۰-وب 
۱ ۱ 
۱ که ٦٤ب‏ + وب = ۲۰ ۱ 
۰ وب ۲۰2 سے وب = ا 2 سم 
| ۳ ۱ 
| | 
| ب( به 1 به به ۲ ( 5 < 2۲-۵ ۲سم | 
es |‏ شش لد هه لل حم لح | 
۱ او هو 4 هو هی ۲ ٠ھ ٤‏ ینصف ام 
sae eA |‏ م۱ ۲ هب - 5 で て‏ ۱ 
او ؟*_1 - ۲ هي ١‏ 
ا مو و۳۳۳ 11 | 
ムン ۱‏ يه سه ۱ 
.کہ ہا ات .م هھ ۰ ۲ ام 5 5 
| مو هو مت مو = ۱۸۷ < ۲۷۲ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ 1 
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Ow‏ ۲ : فى الشكل القابل (4بن) _ قاعدة لاقل 
٦ 528 7‏ ۲۳ نب ج) 
| ب ه۸ فيه ب <۲سم ٢ھب‏ ئ سم پر GA‏ ے ‏ د c=‏ 
 (^ と 6@4) て‏ نم ۱,۵ 


بهم < ٥‏ سم ۶۰ د بم بحيث ي 5 t=‏ 
の‏ 2 ےت 2 
فى ه ٣ن‏ على الترتيب 

5 ( أوجد طول‎ )١( 


3 
۱ 
۱ 
۱ 
قاعدة الثاني ۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 


し‏ 0 ؛ : بم قطرفى الدائرة ۴ 52۰ وترفیها 

رسم 5 ۲ مماس للداثرة عند 5 فقطع مب فی ١‏ 

فإذا كانت ه د ムン‏ ي بحیث كان اب ب ا5 

هب هو 

آثبت أن : 

(۱) ؤم ينصف الزاوی الخارجت عند 5 فى ۸ ( ۶ ه 
پ‌ه _ اب 

Mo (1) 


1 
اج ۵ ۲ وم ۲ ہہ گع اد . و ینصف< ( ه منالداخل 
ھں هو | 
Ne‏ و 
اج وم ٠‏ ب ‏ قطرفی الداثرة 
5 ینصف IS‏ وه( ھگ ب)<۹۰ 2 لانها محیطیۃ فى نصف داثرة 


な 5X5 と - عم ب (<(ه‎ 
1 - YoV = ۲۷۲ 4۵۷۲۷ 


rm‏ ے ۱۰۷ ے ۳۲۰۷ ۰م ینصف < 5 من الخارج 
۲ ۲ 
2 بسكا ہے 5 . مھ _ sh‏ 
کی ] ه يذ ینصف د م 3 ,ھ ل بن 9 اب او ے ام うと‏ ے اب 
۲ هدب هو مه هدم 【 ム‏ 

۰ ۱ب ن‌متساوي الساقین 

. ۲ب < ان< ۲سم 

و هه = ,21-1 ۱,۵ سم 
الك | بنء ۵ نب م : 
مثلثان لهما نفس الارتفاع لانهما مشترکان فى راس 
واحدة وقاعدتیهما على نفس الستقیم 
۰ ۳ الهندسةالمستوية ۰ لبهتال فی الریاضیات a‏ 


L152‏ وپ 


وب ینصف < 5ه من‌الداغل ‏ ج و 1ل وپ 


۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
۲ 


に Wuww.lopitafnath.COM 1204709 _ 
| 

|| سثال) ۵ : س ص 5 ۵ فيه › و منتصف ص 5 › ال 

۱ سيوم ین ےت 

こと / or // ٭سس‎ ۴۹۶۶۶ +٢ +8٦ 

۱| هد ثم رسم ھن // ص 5 فقطع も の‏ فى ن ست (ーー‏ 

"| آثبت آن : یا & 

۱ 

|07 دس () ون ينصف< س 5 و اص اھ .. tl‏ اا( 

7c| اج‎ と سام‎ の | 

| فل من (۱) ۰ () نجد أن : 

| صت = ص 

ム 【 ム ひ 〇 

1 ۱ 
۱ 
| 
| 
ص ۳ 
| و منتصف ص 5 ص و < وق (リーー‏ 
| من )0 ۰ (۲) نجد آن: 
"9| _ ۶ س( 
هص る $s‏ 
ーー |‏ کچ 。 سھ 
٠. ۱‏ هن // ص DD も‏ ۳ 
۱ من (۲) ۰ (؛) نجد آن : 
e‏ »و ینصف ن س ۶ ت 
۱ 
| 
١مثال‏ 1 : فی الشکرالقابل 
| 
امس ۸ بم a‏ 
!| اثبت آن : OF‏ ینصف <م ( ص 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
! 
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تطبیقات التناسب فى الدائرة | ||(؛) الحورالاساسي لدائرتين مختلفتین 


هو مجموعت النقاط التي لها نفس القوة بالنسبن 


(۱) قوة نقطة بالنسبة للدانرة للدارتین 

قوة a‏ ( بالنسبة للداثرة مھ 

۲ التي نصف قطرها نق ۲) القاطع والماس وقیاسات الزوایا 

ہو و (۲) القاطع والماس وقیاسات الزواپ 
نو رک مشهور ١‏ 


(۱) التنبؤ من فوة النقطة بالنسبة للداثرة 
بموفعها من الدائرة 

|ذا كانت | نقطه فی مستوي الداثرة ۲ التي نصف ففی الشکل القابل : 

فطرها نق ق(2۱ج) _ وه(بء) +و((ج) 
فإذا كان : ١‏ ۲ 


زاويي تقاطع وترين داخل الدائرة تساوي نصف حاصل 


القوسين القابلین لها 


٣ قيمت موجبت) فان | تقع خارج الدائرة شه‎ (١ > (PD) 
فان ۲ تقع علي الداثرة مسهور‎ ‘= (けど 
تقع‌داخل‌الدانرة | إزاويت تقاطع وترین خارج الداثرة تساوي نصف حاضل‎ ١ قیمۃ سالبت) فان‎ ( ٠< )( م(‎ 


طرح القوسین القابلین لها 
(۲) قوة النقطة التي تقع خارج الدانرة والماس لها 
إذا كانت النقطة ۱ تقع خارج الداثرة 
01ے ور 

ھا 

و () = (۱ )۲ - نق' ۳ 
=( +نق) (۱- نق ) 
x と | =‏ ممح (۱ )۲ 
ے 2:۱ (Do‏ روہ 
أى ان طول الماس من نقطة خارج الداثرة = جذرقوة فی الشكل المقابل - 


と 3‏ 
النقطت بالنسبت للدائرة 
٤ھ‏ > 
(۲) قوة النقطة التي تفع داخل الداثرة 5 م 7 


إذا كانت النقطت ١‏ تقع داخل الدائرة 


زاویۃ تقاطع مماس وقاطع او مماسان خارج داثرة 
تساوي نصف حاصل طرح القوسین القابلین لها 


_ و(ب‌ه)-ی(بو) 
ں()( ۰ 


و57 مماس لها عند 5 فان : : 
ےھ (Ny‏ مد ای 


رم(۱) = (۱م)۲ -نق" 
= ( م-نق) ( ۱م +نق ) = 
کے وم(۱) = ب × ج < ۵۱« و 


ل ج ج س س س س س س س س س س س س س س س س سک س س س س س س س س س س س س س س س س س س س س س س س س س جب س س س س س س س 
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“.ب د للمحورالاساسي للدائرتین (۱) 


ل ؟ : اوجد قوة النقطت العطاة بالنسبن‌الی 
لداثرة ۲ . والتی طول نصف قطرها نق (Pe‏ = صفرلان | تقع على الدائرة ۲ 
= صفرلأن ١‏ تقع على الدائرة ن 
سی ہ(ا) = وهی (۲) 


(٠ )‏ د للمحورالاساسي للدارتین (一‏ 
ひめ‏ من (۱) ۰ (۲) نجد آن: 
(۱) وم(۱) = (۲)۳۱- نق' "7 ب هوالمحورالاساسي للدائرتين 
0S) =‏ - )1( 2 :2۸۱-۱ 1۳ .“اس د TT‏ - وين (س ) 
ぷー (と) = (と ), プ )۲(‏ 9 ...وهی (س ) دسو <س ه 2< :۱6 
=(" = زه" ۲۲۵-16 < - ۱۱۱ سو × ( سو + ۱۰) < ۱4 


( س و)۲ + ۱۰(س‌و) - ۱۱۵ = ۰ 
( سو - ۸) (س‌و +۱۸ )=۰ 
سو <۸ سم ۰ سو ۱۸-2 مرفوضة 
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(۲) ى,(م) = (هم)"' - نق' 
= صفر لن النقطۃ على الدائرة 


بو 

۱ 

| فی الشكل القابل‎ : ۲ Ob 

۳ك دائرتان متقاطعتان فى | ۰ب بحيث 

و سے ۱ 

۱ بب 0 52 0 هو <(س ) ۰ س 5 <] 5 م‎ ー 

| 1& = نم( () = -1 » هو = اسم وهی (س)‎ )١ 
۱ » محوراساسى للدائرتين م‎ と | ليوات بصنا (۱) أثبت أن‎ 
| وهم(ج) = صفر بان 1 ب محوراساسي الداتردين ت‎ )۲ 
آوجد طول كلا من س ^ » س و‎ )۲( 

(۲) أثبت أن الشکل م و و ھ رياعي داثري ۱ 

(۱) وم( ۳ ۰ ۸۰۰ داخل الدائرۃ ۱ 
رم(۱) = (۲)6۱- نق' < ۲۱ ۱ 

۱ ۲۱ - 2 ۲)۱۰( ۲) ۱( 

۱ ۲۱ 2۶۱۰۰-۲۳۱ ) 

حه ) 2۲۳۲ ۲۳۱+ ۱۰۰ k=‏ ۱ 
وم - 1:۷ = سم 

۱ 

(۲) وم(ب) = ٩1‏ ۰*۰ ب خارج الداثرة ۱ 
وہ (ب) = (بم)'- نق' <۹ ۱ 

| ٩۱ < りー- (で と) 

۱ ۲ 

۱ ۹ 2 ۱۰۰ (で と ) 

| ۱۹٦ = ۱۰۰ + ۹ =) ) که‎ 
k= ۱۹۱۷ = と 

و (ب) = صفر لان ب تقع على الداثرة ۲ ۱ 

(۲) ى(م) = صفر . .. + على الداثرة 3 رہ ن (ب ) > صفر لان ب تقع على الدائرةن | 
او وی وهم(ب) = وهی (ب ) ۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

1 
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80 .. ر (س) = س و ×سھ ۱٤٤١‏ 

= و × (س و + وهم ) < ۱44 
٠‏ س و = اوم 

۰ س و × (س 5 + وا ) < 4؛١‏ 

.< 5 مج <( ۲ وم + وم) ت ا 

۲ 5 ب < ۲ 5 ب i=‏ 

7( و )۲ < ۱ سے ( وھ = = t=‏ 


کے t= (aS)‏ سے ومع :1 = 1۷ 
“.د سس م < س و + 5 مج < ۲ وم + وهم 


= كم و =× 1۷ =1 レル‏ 1 سم 


し‏ 0 4 : الداثرة » طول نصف قطرها ۲۰ سم › SAN GCP‏ < [ه) 


} نقطۃ تبعد عن المركز مسافت ١1‏ سم » رسم الوتر aS‏ و پت DY‏ 
۰+٠٣٠‏ 


بم حيث | د بم ۰ اب۲2 ۱م 
احسب طول الوترب م ۳ 


١٠ 


と 


!و 2 2۱۱-۲۰ )سم 
وه ,(۱) < ۶ | ه 
س  -‏ ۲۱ < - :۱ 
وه (۱) < م × ب ری (ه) - SAY‏ 
< م۲ رم < (ام)' کے ود 
(4P) ۲۰‏ = ہا ا 
ے (۱ه) <۲ e ۷٢‏ 
3 س = + و .۱ 
.= ۷ ۲۷1۶" 
ム ト (+ ム トニ ント + ム トニ ム と …‏ 
= ٢٣ھ‏ - 1۷۲ ۲۷۸" 
て VA=‏ 


0 
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(۱) حدد موقع النقط EN‏ بالنسبة للدائرة ٣‏ › 
والتی طول نصف قطرها ۷ سم ۰ ثم آحسب بعد كل 
Na‏ عن مركز الداثرة 

(۱) مهم(() <-۲ ۰ (۲) وهم(ب) = ۷۲ 
(۲) یں۸م(ھ) = صفر 

(۲) آوجد قوة النقطة العطاة بالنسبت الى 

الداثرة ۲ . والتى طول نصف قطرها نق 

(۱) النقطي ( حیث | = ٠١‏ سم ؛ نق = سم 
(؟) النقطي ب حيث ب ۳ = ٠١‏ سم ؛ نق = ۱۲ سم 
(۲) النقطىن م حيث م ” = ٠١‏ سم » نق = ٠١‏ سم 


. 16 ب أس+ه-وه  ot‏ (؟) إذا كان بعد نقطح عن مركزالدائرة = ۲۵ سم 
۱ ۲ ۲ وقوة هذه النقطي بالنسبۃ إلى الدائرة يساوي ٠٠١‏ » 
ee‏ آوجد طول نصف قطرهنه الداثرة 
کے س = ۱۲۰+ ۵۰ = ۱۸۰ (けり)‏ فی الشکل القابل 
= دائرتان OC‏ متقاطعتان‌فی ۰۱ب 52" مماس 
١‏ مشترك للداثرتین OT‏ عند 5 ۰ه على الترتيب 
Te‏ ۸ ۶ه"< رم) 
(۱) آثبت أن: به محوراساسي للدائرتين 
(۲) |ذا کان ( ب < ٩سم‏ »وهی (ھ) = ۰۳۱ 
أوجد طول + | › م5 


٦٠ب‏ ۰ # مماسان للدائرة عند ب »مم 
و( ب ه) ٦٢ (BS y+‏ 


)6( فی الشکل القابل : و۰ (<() = ۲۲ ۰ 
797 وی (e‏ ھ) = ۷۰ )= 
س = ۱۲۵-۲۱۰ = ۲۲۵ ر( مص) = ۰ أوجد ج- 

VC) ره( س‌ض) 0( ره( ۳ س)‎ )۱( tto 
00 王 で の 
> 6 (ب وه) - لب ح)‎ 

5 ے 9(ب وه) - لبم 

یں( <( ) ۰ 
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